Kompetencer og
matematiklaering

Rapporten Kompetencer og Matematiklering er udarbejdet af en arbejdsgruppe nedsat af
Uddannelsesstyrelsen i samarbejde med Naturvidenskabeligt Uddannelsesrdd. Rapporten
indeholder en ny kompetencebaseret systematik til forstdelse og udvikling af faget mate-
matik samt en rekke forslag til fornyelse af matematikundervisningen. 2 ’ . "y o
Ideer og inspiration til udvikling
Arbejdsgruppen argumenterer for, at leeseplaner i matematik - og i alle andre fag - bor
fokusere pa den kompetence (i betydningen “ekspertise”), som eleverne skal have opbyg-
get pd et givet trin af uddannelsessystemet i stedet for den traditionelle kraftige fokuse- Danmark
ring pd pensumlister.

Rapporten prasenterer otte centrale matematiske kompetencer, som har gyldighed for
matematikundervisning pa samtlige uddannelsestrin:

af matematikundervisning i

* Tankegangskompetence — at kunne udgve matematisk tankegang

* Problembehandlingskompetence — at kunne formulere og lose matematiske
problemer

* Modelleringskompetence — at kunne analysere og bygge matematiske modeller
vedrerende andre felter

* Rasonnementskompetence — at kunne resonnere matematisk

* Reprasentationskompetence — at kunne handtere forskellige reprasentationer af
matematiske sagsforhold

* Symbol- og formalismekompetence — at kunne héndtere matematisk symbolsprog
og formalisme

* Kommunikationskompetence — at kunne kommunikere i, med og om matematik

* Hjzlpemiddelkompetence — at kunne betjene sig af og forholde sig til hjelpemidler

for matematisk virksomhed, herunder it.
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Desuden udpeges tre former for overblik og dommekraft vedrerende matematik:

* Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisomréder
* Matematikkens historiske udvikling, sivel internt som i samfundsmessig belysning
* Matematikkens karakter som fagomrade.
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Forord

En nermest eksplosiv vidensproduktion og omfattende forandringer i kultur og
samfund satter vore uddannelser, fagene og fagligheden under pres og gor det
mere end nogensinde pakraevet at forlade en traditionel pensumtankning og
anleegge nye vinkler pa undervisningens mal og indhold og pa evaluerings- og
proveformer. Som led i denne proces har Uddannelsesstyrelsen nedsat og finan-
sieret analyse- og arbejdsgrupper i udvalgte fag og fagomrader. Den forste af
disse grupper, der blev dannet i samarbejde med Naturvidenskabeligt
Uddannelsesréad, har forestéet projektet Kompetencer og Matematiklering.
Gruppen, der har haft Mogens Niss, professor ved Roskilde Universitetscenter i
matematik og matematikkens didaktik, som formand, fremleegger med denne rap-
port resultaterne af en omfattende analyse af faget matematik pa alle niveauer 1
uddannelsessystemet.

Ansvaret for rapportens indhold og anbefalinger ligger fuldt ud hos arbejdsgrup-
pen. Uddannelsesstyrelsen vil gerne rette en stor tak til gruppens medlemmer for
gennemforelse af dette meget omfattende projekt, der forventes at satte et bety-
deligt praeg pa forst og fremmest udviklingen i matematikfaget, men ogsa
bredere pa den faglige teenkning i andre fagomrader.

Det kan varmt anbefales, at alle med interesse for matematik — eller faglighed pa
andre fagomrader - lader sig inspirere af rapporten. Det galder ikke mindst
leerere pa alle niveauer, laerebogsforfattere og tilretteleggere af efteruddannelse.
Ogsa Uddannelsesstyrelsen vil i arbejdet med fornyelse af sdvel matematikfaget
som andre fag legge vaegt pa at nyttiggere de mange speendende ideer og per-
spektiver i rapporten.

Undervisningsministeriet har finansieret udarbejdelsen og udgivelsen af publika-
tionen.

Jarl Damgaard
Uddannelsesdirektor
Undervisningsministeriet
Uddannelsesstyrelsen
September 2002



Forord

Hermed afgiver arbejdsgruppen for projektet Kompetencer Og Matematikleering
(KOM-projektet) sin rapport. Arbejdsgruppen blev nedsat i august 2000 af Na-
turvidenskabeligt Uddannelsesrad og Undervisningsministeriet i forening. Arbej-
det har varet finansieret af en bevilling fra Undervisningsministeriet, som fgrst
og fremmest har dekket lgnnen til projektets akademiske sekreter og til studen-
termedhjalp, og derudover udgifterne til mgdevirksomhed for arbejdsgruppen og
dens gruppe af “sparringspartnere”.

Jeg vil gerne benytte lejligheden til at takke arbejdsgruppens medlemmer Tage Bai
Andersen, Rune Wahlin Andersen, Torben Christoffersen, Sgren Damgaard, The-
rese Gustavsen (som deltog i arbejdet i den fgrste fase), Kristine Jess, Jakob Lange,
Lena Lindenskov, Malene Bonné Meyer (som deltog i arbejdet i den fgrste fase) og
Knud Nissen, samt ikke mindst arbejdsgruppens sekreter, Tomas Hgjgaard Jensen,
for en stor og konstruktiv indsats. Dernast fortjener ogsa den store gruppe af spar-
ringpartnere (som er nevnt i kapitel 1) og andre interesserede medvirkende megen
tak for deres bidrag til projektet. Samarbejdet med Undervisningsministeriet, frem
for alt med Torben Christoffersen, Jarl Damgaard og Jgrgen Balling Rasmussen,
men ogsd med fagkonsulenter og andre, har varet fortraeffeligt og konstruktivt.
Ogsa for det vil jeg gerne udtrykke min tak. Sluttelig er der grund til at takke pro-
jektets skiftende, men altid beredvillige og effektive studentermedhjelpere, Eva
Uhre, Gitte Jensen, Nesli Saglanmak og Arnold Skimminge, alle matematik- og
fysikstuderende ved RUC, for deres indsats.

Roskilde den 21. maj 2002

Mogens Niss, formand for arbejdsgruppen



Oversigt over rapporten

Rapporten er opdelt i syv dele, der i alt rummer 19 kapitler. Her danner de fgrste
seks dele rapportens generelle afsnit, mens den sidste del rummer en omtale af traek
ved matematikundervisningen i en r&ekke udvalgte uddannelsesformer eller —trin.

Projektets udgangspunkt, kommissorium, struktur og afgrensning behandles i ka-
pitel 1, der sammen med besvarelsen af kommissoriets spgrgsmal — i kapitel 2 —
danner rapportens del 1. Besvarelsen af kommissoriet er séledes prasenteret tid-
ligt i rapporten, selv om det grundlag, besvarelsen hviler pa, fgrst etableres i de
efterfglgende kapitler.

De grundleggende afsnit i rapporten — de afsnit, hvori den tenkning, der be-
rer projektet, praesenteres — udggres af henholdsvis kapitel 3, hvor opgaven for
projektets teoretiske del praciseres, og kapitel 4, som er viet en indgdende om-
tale af kompetencebeskrivelse af matematisk faglighed. Heri fremlegges otte ma-
tematiske kompetencer og tre former for overblik og dgmmekraft vedrgrende
matematikken som fagomrade som de fezlles konstituenter i matematikbeher-
skelse/matematikkompetence, uanset undervisningstrin og uanset de matematiske
stofomrader, beherskelsen kommer i spil over for. Det er projektets hovedtanke, at
al matematikundervisning skal sigte pa at fremme elevers og studerendes udvik-
ling af disse matematiske kompetencer og former for overblik og dgmmekraft. Til
sammen udggr disse to kapitler rapportens del II.

I betragtning af, at matematiklererne har en ngglerolle at spille, hvis undervis-
ningen skal efterstrebe udviklingen af matematikbeherskelse i dette projekts for-
stand, har vi fundet det vasentligt at give en omtale af matematiklereres kom-
petencer en fremskudt placering i rapporten. Det sker i del III, som kort indledes
af kapitel 5, der understreger betydningen af et frugtbart samspil mellem forskel-
lige slags matematiklererkompetencer. Det skal understreges, at del III behandler
alle matematiklereruddannelser under ét, dvs. bade grundskolelerere, leerere ved
de gymnasiale uddannelser, og lerere ved de videregédende uddannelser. Derefter
kommer to kapitler, hvor det fgrste, kapitel 6, fremlaegger seks former for specifik
didaktisk-padagogisk kompetence, som en matematikleerer ma besidde, mens det
andet, kapitel 7, fokuserer pa matematikleereres matematiske kompetencer, sddan
som de kommer til udtryk i en undervisning praeget af faglig-pedagogisk adrethed,
gennemslagskraft og overskud.

Eftersom matematiske kompetencer bade udvikles og udgves i omgangen med for-
skellige former for fagligt stof, er det vasentligt at klarlegge relationen mellem
henholdvis kompetencerne og saddant stof. Det sker i del IV, som kun rummer ét
kapitel (kapitel 8). Heri slas fast, at forholdet mellem kompetencer og faglige stof-
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6 Oversigt over rapporten

omrader pa et givet uddannelsestrin har en todimensional matrixkarakter. Tilfgjes
uddannelsestrinnet som variabel, bliver der tale om en tredimensional struktur. I
kapitlet praesenteres ogsa ti matematiske stofomrader, som arbejdsgruppen har ud-
peget som berende for matematikundervisningen i hele skolesystemet samt i de
indledende trin af videregdende matematikundervisning.

Det er et hovedpunkt for projektet at bidrage til at fremme progression og sam-
menhang i matematikundervisningen pa langs og tvers af uddannelsesystemet, og
til at skabe gyldige og palidelige former til evaluering af en persons besiddelse af
matematiske kompetencer. Disse spgrgsmél er pa dagsorden i del V, hvis (eneste)
kapitel, 9, dels diskuterer statistisk og dynamisk evaluering af kompetencebesid-
delse i forhold til henholdsvis eksisterende og gnskelige evalueringsformer og —in-
strumenter, dels karakteriserer progression i matematisk kompetenceudvikling og
mulighederne for (dynamisk) evaluering heraf.

Rapportens generelle del afsluttes med del VI, der rummer to kapitler. I det farste,
kapitel 10, gives en karakteristik af udvalgte centrale problemstillinger for dansk
matematikundervisning. Det er en hovedkonklusion, at matematikundervisningen
i mange henseender er indrettet, bedrives og virker ganske tilfredsstillende, men at
der findes en hel del problemer og udfordringer, som der bgr og kan ggres noget
ved. Man kunne méske sige, at det ville have forekommet mere naturligt at bringe
dette kapitel tidligt i rapporten, som et middel til at sztte scenen for denne. Men
da det kunne give det ikke dekkende indtryk, at det opstillede apparat til karakte-
risering og bedgmmelse af matematisk kompetence er afledt af disse problemer og
udfordringer, har vi altsd valgt at placere kapitlet pa dette sted, hvor det ogsa bliver
muligt at pege pa problemstillinger, som vi i projektet har mattet lade ligge.

Det sidste kapitel (kapitel 11) i del VI og i den generelle del af rapporten, udggres
af de anbefalinger, arbejdsgruppen har gnsket at fremsatte over for forskellige in-
stanser, nemlig Undervisningsministeriet, universiteter og hgjere lereanstalter, la-
rerseminarierne/CVU’erne, erhvervsuddannelsesskoler, lokale skolemyndigheder,
herunder kommuner og amter, matematiklerere og deres organisationer, lerebogs-
forfattere og forlag samt matematikdidaktiske forskere.

Rapportens syvende og sidste del omfatter et antal mere indgéende parallelle be-
skrivelser af matematiske kompetencer pa udvalgte uddannelser. Disse beskrivel-
ser skal fgrst og fremmest tjene til i konkret form at specificere og eksemplificere
rapportens generelle betragtninger. Som nermere beskrevet i kapitel A er disse af
to slags. Dels uddannelser, der hgrer hjemme i den almene del af uddannelses-
systemet, som ikke sigter mod bestemte erhverv eller professioner. Det drejer sig
om uddannelserne i grundskolen (kapitel B), det almene gymnasium (kapitel D),
samt universitetsuddannelser 1 matematiske fag (kapitel H). For disse uddannelser
har vi valgt en normativ tilgang til kompetencebeskrivelsen. Dels uddannelser, som
sigter mod bestemte erhverv eller professioner, nemlig gastronomuddannelsen (ka-
pitel E), elektrikeruddannelsen (kapitel F) og datamatikeruddannelsen (kapitel G),
hvor kompetencetilgangen er deskriptiv. P4 overgangen mellem de to slags ud-
dannelser star henholdsvis forberedende og almen voksenundervisning (kapitel C),
hvor vi ogsa har anlagt en deskriptiv synsvinkel.

Rapporten afsluttes med en liste over udvalgt refereret litteratur.
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1 Indledning

1.1 Udgangspunkt

Projektet Kompetenceudvikling Og Matematiklcering blev sat i vaerk i Igbet af som-
meren 2000. Initiativet kom fra Naturvidenskabeligt Uddannelsesrad, som gnskede
at medvirke til, at der blev igangsat en udvikling af matematikundervisningen som
spydspids-projekt for en mulig tilsvarende udvikling inden for andre fag. Under-
visningsministeriet gav herefter tilsagn om at ville finansiere projektet og — safremt
det ndede frem til implementerbare resultater — gé aktivt ind i spgrgsmalet om im-
plementering af de konkrete forslag, som den nedsatte arbejdsgruppe matte frem-
komme med, jf. kommissoriet nedenfor. Det skal pa dette sted slas fast, at fra og
med arbejdsgruppens nedsattelse og modtagelse af kommissoriet har arbejdsgrup-
pen virket helt uden at have veret udsat for forsgg pa ekstern pavirkning af dens
arbejde fra opdragsgivernes eller anden side. Resultatet af arbejdet er derfor alene
et produkt af arbejdsgruppens egne aktiviteter, betragtninger og beslutninger.

1.1.1 De involverede

De involverede i projektet har i forste rekke bestdet af den omtalte arbejds-
gruppe med tolv medlemmer': Rune Wihlin Andersen (geolog; bestyrelsesfor-
mand i initiativet Hgjskolen for Natur og Kommunikation), Tage Bai Andersen
(matematiker; studieleder, Aarhus Universitet), Torben Christoffersen (tidligere
gymnasielerer i matematik; kontorchef, Undervisningsministeriet; forbindelses-
officer mellem arbejdsgruppen og Ministeriet), Sgren Damgaard (fysiker; ansat
ved IBM; formand for Naturvidenskabeligt Uddannelsesrad), Therese Gustavsen
(folkeskolelerer; Brgndby Kommune), Tomas Hgjgaard Jensen (projektets sekre-
teer, ph.d.-studerende i matematikkens didaktik; Roskilde Universitetscenter), Kri-
stine Jess (seminarielerer 1 matematik; Kgbenhavns Dag- og Aftenseminarium),
Jakob Lange (samfundsfagskandidat; kontorchef, Kgbenhavns Universitet, leder
af Den Koordinerede Tilmelding), Lena Lindenskov (matematikdidaktiker; Dan-
marks Pedagogiske Universitet), Malene Bonné Meyer (humanbiolog; Hospitals-
laborantskolen i Kgbenhavn), Mogens Niss (projektets formand, matematiker og
matematikdidaktiker; Roskilde Universitetscenter) og Knud Nissen (gymnasiela-

I'Se http://imfufa.ruc.dk/kom for en nzrmere prasentation anno 2002.
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14 Indledning

rer i matematik og datalogi; VUC Aarhus). Af forskellige grunde har Therese Gu-
stavsen og Malene Bonné Meyer ikke kunnet deltage i de senere faser af arbejdet.

Arbejdsgruppen har faet hjelp fra en stor gruppe “sparringspartnere”, som lgbende
har bidraget med konstruktive reaktioner pa arbejdsgruppens idéer og forestillinger,
samt, for nogles vedkommende, hj®lp til skrivningen af konkrete dele af rappor-
ten. Med enkelte udskiftninger pga. jobskift undervejs drejer det sig samlet set om:
Knud Flemming Andersen, Sgren Antonius, Sgren Bjerregaard, Michael Casper-
sen, Bjgrn Grgn, Anne-Marie Kristensen, Karsten Enggaard, Dan Eriksen, Erik
von Essen, Bent Hirsberg, Marianne Holmer, Eva Hgg, Tom Hgholdt, Torben Pile-
gaard Jensen, Claus Jessen, Hanne Kock, Jens Helveg Larsen, Kjeld Bagger Laur-
sen, Peter Limkilde, Nikolaj Lomholt, Marianne Nissen, Elsebeth Pedersen, Bjarne
Sonberg, Hans Sgndergaard, Sgren Vagner, Jgrn Vesterdal og Karsten Wegener.

Herudover er gruppen af involverede Igbende forsggt udvidet til at indbefatte et
stgrre antal personer med tilknytning til matematikundervisningen i Danmark.
Dette forsgg, pa allerede i de tidlige faser af arbejdet at ggre det til “de manges
projekt”, er bl.a. sket ved at bede en rekke personer uden for arbejdsgruppen, og i
begyndelsen ogsa uden for sparringgruppen, om hjelp med dele af afklarings- og
skrivearbejdet. Derudover har arbejdsgruppens formand og sekretaer, samt andre
medlemmer af gruppen, veret indbudt til et meget stort antal mgder pa skoler, i
foreninger, organisationer og amter, i rdd og ministerier, ved mgder og konferencer
m.v. for at diskutere de barende idéer i projektet, mens de udviklede sig. Kontak-
ten med “omverdenen” har ikke kun omfattet matematikundervisningskredse, men
ogsa kredse med tilknytning til andre fagomréader. For eksempel har der veret holdt
mange mgder og pedagogiske eftermiddage med hele lererkollegier pa gymnasier
og VUCer. Derudover er der skabt forbindelse og udveksling af betragtninger og
tekster med mere eller mindre parallelle arbejdsgrupper for Fremtidens danskfag
under ledelse af Frans Gregersen og Kompetenceudvikling fysik/kemi-lering under
ledelse af Ove Poulsen, samt med de designerede ledere af planlagte fremtidige
projekter om naturfag og fremmedsprog. Hensigten med hele denne kontaktvirk-
somhed har, helt fra begyndelsen, veret at sikre projektet medejerskab hos de in-
stanser, som i givet fald skal bare det igennem til realisering, herunder frem for
alt landets nuverende og kommende matematiklerere pa alle trin. Til stgtte for
denne hensigt har arbejdstekster i forelgbig skikkelse veret gjort tilgengelige pa
projektets hjemmeside? http://imfufa.ruc.dk/kom for interesseredes orientering og
reaktion.

1.1.2 Arbejdsprocessen

Arbejdet med projektet har fundet sted i et samspil mellem mgder i arbejdsgrup-
pen, i alt 17, mgder mellem arbejdsgruppen og sparringgruppen, i alt 4, samt ikke

2Her kan savel denne rapport, som en engelsk oversattelse heraf, hentes.
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mindst virksomheden mellem mgderne, hvor arbejdsgruppens formand og sekre-
ter, med assistance fra de ovenfor navnte personer, har arbejdet med at produ-
cere arbejdstekster, fremskaffe baggrundsmateriale osv. Som rapporten fremstar,
har pennen i hovedsagen veret fgrt af formanden, Mogens Niss, med sekreteren,
Tomas Hgjgaard Jensen, som medforfatter. Den samlede rapport er imidlertid ble-
vet produceret i en iterativ proces bestdende af et meget stort antal skridt, omfat-
tende skiftevis fremstilling af udkast og drgftelser i arbejdsgruppen. Rapporten er
dermed den samlede arbejdsgruppes rapport.

1.2 Kommissorium

Projektets kommissorium blev i samarbejde mellem Naturvidenskabeligt Uddan-
nelsesrad, Undervisningsministeriet og arbejdsgruppens formand formuleret som
folger:

“Arbejdsgruppen har til opgave at belyse nedenstdende spgrgsmal
(nevnt i tilfeldig rekkefglge):

a) I hvilken udstreekning er der behov for at forny den eksisterende
matematikundervisning?

b) Hvilke matematiske kompetencer skal der vere opbygget hos
eleverne pa de forskellige stadier af uddannelsessystemet?

¢) Hvordan sikrer man progression og sammenh&ng i matematik-
undervisningen gennem hele uddannelsessystemet?

d) Hvordan méler man matematiske kompetencer?
e) Hvilket indhold skal der vare i et tidssvarende matematikfag?

f) Hvordan sikrer man, at der sker en lgbende udvikling af mate-
matikfaget og matematikundervisningen?

g) Hvad er samfundets krav til matematikundervisningen?
h) Hvordan ser fremtidens undervisningsmaterialer i matematik ud?

i) Hvordan kan man i Danmark udnytte internationale erfaringer
med matematikundervisning?

j) Hvordan skal fremtidens matematikundervisning vere organise-
ret?

Gruppen skal derudover opstille en rekke anbefalinger, som giver for-
slag til, dels hvordan projektet skal viderefgres, dels hvordan svarene
pa ovennavnte spgrgsmal kan operationaliseres.

Gruppen indleder sit arbejde i september 2000 og skal have afsluttet
sit arbejde med udgangen af 2001.”

Kommissoriet
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1.3 Struktur og afgraensning

Som det antydes i kommissoriet, rummer projektet overordnet set fo teet forbundne
faser af henholdsvis analytisk og pragmatisk karakter: en akademisk afklarings-
fase og en pragmatisk operationaliseringsfase. Da der er tale om et projekt med
et betydeligt undervisningspolitisk islet, har der, som kommissoriet lader ane, al-
lerede i udgangspunktet veret planer om, at dette arbejde fglges op af en tredje
implementationsfase.

1.3.1 Afklaringsfasen

Denne del af projektet har bestéet i at analysere spgrgsmélene i kommissoriet og
heraf afledte problemstillinger, samt i at rapportere resultatet heraf. I strukturerin-
gen af dette arbejde har vi i arbejdsgruppen valgt at ggre arbejdet med kommisso-
riets spgrgsmal a) og b) til de to “baerende sgjler”. Analysen er siledes bygget op
omkring en deskriptiv problemkarakteristik og en normativ kompetencebeskrivelse
af matematisk faglighed.

Problemkarakteristik

Det overordnede udgangspunkt for dette arbejde har varet en enighed blandt ini-
tiativtagerne og medlemmerne af arbejdsgruppen om, at svaret pd kommissoriets
spgrgsmal a) ikke er: “ingen”. “Noget” vedrgrende sammenhzngen mellem befolk-
ningens faktiske eller gnskvardige matematikkundskaber, og den matematikunder-
visning som gerne skulle vare en hjgrnesten i frembringelsen af de sidstn@vnte,
ser fra vores udkigspost ud til ikke at vare, som det burde.

Men hvori bestér det problematiske sa? Er de gangse forestillinger, om hvem der
bgr besidde hvilke slags matematikkundskaber, blevet foreldede og trengende til
en kritisk revision? Hvis dette er tilfeeldet, hvilke forandringer af matematikun-
dervisningen og dens rammer bgr det si give anledning til? Eller er problemet
tvaertimod, at disse forestillinger stadig har gyldighed, men at forskellige forhold
i eller omkring matematikundervisningen har gjort afstanden mellem de gnskelige
kundskaber og de faktisk opnéede for stor? Hvis dette er tilfeldet, hvor ligger da
de svage punkter? Hvad er arsagerne til dem, hvilken karakter har de, og hvem har
mulighed for at ggre noget ved dem? Hvilke tiltag kan tenkes at afthjelpe proble-
merne, og pa hvilke betingelser og med hvilke konsekvenser?

Arbejdsgruppen har set det som sin opgave i princippet at betragte alle disse spgrgs-
mal som abne, uden at tage svarene pa nogen af dem for givne. Naturligvis er det
ikke realistisk at sgge dem alle grundigt afklaret i et projekt som det foreliggende.
Pa internationalt plan er hvert af spgrgsmalene genstand for omfattende forskning.
Ikke desto mindre har vi som en del af projektet forsggt at opridse de vigtigste
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ingredienser i nogle svar pa den overordnede problemstilling, sédan som vi mener,
den tager sig ud i en dansk sammenhang, jf. kapitel 10.

Kompetencebeskrivelse

Med s& komplekse problemstillinger som dem vi her har med at ggre, skal man
ikke ggre sig hab om hurtige snuptagslgsninger. Uanset hvilke tiltag man valger at
iverksatte, vil der veere tale om at forsgge at pavirke en proces, hvor problemernes
karakter, og forestillingerne om hvad der vil vare et skridt i den rigtige retning,
lgbende @ndrer sig. I arbejdet har vi derfor bevidst undladt at tage de identificerede
problemer op til behandling ét ad gangen med sigte pa at opnd svar af typen “hvis

b3

bare vi...sd...”.

I stedet har vi i arbejdsgruppen valgt at fokusere pa at foresla @ndringer pa et af
de mange omrader, som har indflydelse pa, hvordan matematikundervisning bedri-
ves. Det drejer sig om, hvordan det indholdsmeessigt set fastlegges, hvad der skal
vare det styrende for undervisningen. Konkret har vi arbejdet med at benytte en
kompetencebeskrivelse af matematisk faglighed som “pejlemarke” for matema-
tikundervisningen. Se n&rmere om principperne herfor i kapitel 3 og 4.

Med valget af henholdsvis en problemkarakteristik og en kompetencebeskrivelse af
matematisk faglighed som de to “barende sgjler” har resten af afklaringsarbejdet
naturligt vaeret styret af to spgrgsmal: “Hvordan vil det vere fornuftigt at forsgge
at indrette sig i nogle af de andre henseender, der har stor betydning for matematik-
undervisningens praksis, givet at man beskriver ‘pejlemarkerne’ i kompetenceter-
mer?” og “Pa hvilke omrader og i hvilken udstreekning kan kompetencetilgangen
potentielt yde et bidrag til at ggre noget ved de problemer og udfordringer, projek-
tet peger pa?”

En bred tilgang

Eftersom projektet angar befolkningens matematikkundskaber over en bred front,
har der 1 afklaringsfasen ikke i udgangspunktet veret foretaget nogen afgraensning
af de uddannelsestrin, som i sa@rlig grad er relevante for projektet. I princippet
har alle uddannelsestrin, fra grundskolens begyndelse til l&reruddannelse og uni-
versitetsundervisning, varet pa dagsordenen for arbejdet, inklusive fx erhvervs-,
arbejdsmarkeds- og voksenuddannelser. I praksis har vi naturligvis mattet ga mere
beskedent til verks og lade os ngje med en behandling af et mindre antal typer
af matematikundervisning, udvalgt efter deres vigtighed og deres evne til at vere
eksemplariske, dvs. repraesentative for en stgrre klasse af matematikundervisning.

Heller ikke hvad det indholdsmeessige angar, har vi i udgangspunktet anlagt en snae-
ver betragtning. I projektet opererer vi séledes med et bredt begreb om matematik.
Det betyder, at vi ikke kun betragter matematik som en rent teoretisk disciplin,

Ingen forventning om ““snup-
tagslgsninger”

Komp. som pejlemarke for
faglighed

I princippet: Bred tilgang
mht. udd.trin. ..

...samt mht. mat. og mat.uv.
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men ogsa som en disciplin der anvendes inden for andre fag- og praksisomrader
og derfor har forbindelser til sddanne, samt som et fag med relationer til kultur og
samfund. Derfor omfattes fx statistik og matematikkens historie af det her benyt-
tede matematikbegreb. Ogsa nar det gelder undervisning i matematik, anlaegger
projektet et bredt syn. Vi interesserer os ikke kun for, hvad der traditionelt rubri-
ceres som matematikundervisning, hvad enten den angar matematik som ren eller
anvendt disciplin, eller matematik som hjalpefag, men ogsé for hvad man nu og da
kalder matematikholdig undervisning, dvs. undervisning der de facto er undervis-
ning i matematik, men hvor ordet “matematik” af den ene eller den anden grund
ikke optrader i1 overskriften.

Ogsa her ma vi imidlertid i praksis lade os ngje med at behandle udvalgte aspekter
af matematik og matematikundervisning, i det hab at dette vil vere til inspiration
for de sammenhange, vi her ma lade ligge urgrt. At vi séledes anskuer bade “ma-
tematik” og “matematikundervisning” bredt, betyder ikke, at vi har forpligtet os
til at dekke alle manifestationer af matematikundervisning eller matematikholdig
undervisning, hvor de end matte forekomme, kun at vi ikke har begranset os til at
iagttage de traditionelt snavrere betydninger af termerne matematik og matematik-
undervisning. Hvad uddannelsestrin angar, har vi i praksis hovedsagelig fokuseret
péa den undervisning, der angar befolkningen som helhed, herunder navnlig skole-
undervisningen for bgrn og unge samt uddannelsen af larere til disse skoleformer.

1.3.2 Operationaliseringsfasen

Denne del af projektet har bestaet i, pa baggrund af afklaringsarbejdet, at pege pa
nogle konkrete indsatsomrader og at fremsatte forslag til konkrete initiativer, som
bgr iverksattes inden for disse omrader. Hovedpunkterne heri er opsamlet i en
rekke anbefalinger til forskellige aktgrer og instanser i kapitel 11.

Den relative konkrethed af de fremsatte anbefalinger skal ikke ses som udtryk for
en bestreebelse pa at levere faerdige opskrifter, som blot mangler politisk blastemp-
ling for at kunne fgres ud i livet. Arbejdsgruppen har hverken varet tenkt eller
fungeret som embedsvarkets forlengede arm, men som idéproducent og inspira-
tionsskaber. I operationaliseringsfasen har vi sdledes bestraebt os pa at finde en
passende balance mellem, pa den ene side, overdrevent generelle og dermed in-
tetsigende og harmlgse anbefalinger og, pa den anden side, anbefalinger med en
overdreven detaljeringsgrad, som ville have krevet et langt mere velafgrenset og
fokuseret udviklingsarbejde, samt for visse uddannelsesomraders vedkommende et
stgrre detailkendskab, end arbejdsgruppen har kunnet og villet levere.

1.3.3 Implementationsfasen

Om alt gar efter planerne, bliver afklarings- og operationaliseringsarbejdet fulgt
op af en lang reekke tiltag, som pa forskellig vis forsgger at implementere projek-
tets anbefalinger. Som fgr nevnt er den praktiske udfgrelse af denne tredje fase
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af det samlede matematikundervisningspolitiske “plot” ikke en del af dette projekt,
som vi fremad vil omtale som KOM-projektet (Kompetencer Og Matematiklaering).
Ikke desto mindre kan man sige, at implementeringen af projektets idéer og anbe-
falinger er den vigtigste og den mest omfattende del af hele arbejdet. Den ma blot,
af flere forskellige grunde, foretages af nogle andre end arbejdsgruppen.

At arbejdsgruppen ikke direkte vil fa lod og del i en eventuel implementering af
(dele af) de anbefalinger der fremsettes, betyder ikke, at vi som gruppe har forholdt
os passivt i forhold til denne del af det samlede uddannelses- og undervisningspo-
litiske projekt. Tvaertimod har gnsket om, fra en vis “flyvehgjde”, at bidrage til en
uddannelsespolitisk udviklingsproces varet en drivende kraft for arbejdsgruppens
engagement i projektet.

Vi er séledes i en proces, hvor vi pa to fronter forsgger at pavirke forlgbet af imple-
mentationsfasen. For det fgrste har mange ressourcer, som tidligere nevnt, varet
afsat til at bidrage til at “ggde jorden” for kommende tiltag gennem kontakt med
og hgring af et stort antal parthavere og interessenter 1 dansk matematikundervis-
ning. Formélet med dette arbejde er bl.a. at treenge igennem den trethed overfor
nye tiltag, som forstéeligt nok eksisterer mange steder i uddannelsessystemet, for
i stedet gennem en aben og nuanceret dialog at skabe “skvulp i bassinet og ringe i
vandet” og fa s& mange som muligt til at fgle sig som del af et feelles projekt, hvor
behovet for forandringer mgdes med optimisme, gdpamod og engagement.

For det andet har der hos bade arbejdsgruppen og reprasentanter for de dele af
det politisk-administrative system, som skal sta for system- og lovgivningssiden
af implementationsfasen, vearet stor interesse for at drgfte, hvordan dette arbejde
kunne og burde foregi. I den meget abne og konstruktive and, som har praget
disse diskussioner, har interessen fra arbejdsgruppens side samlet sig om at forsgge
at skabe forudsatninger for at undgé de s politisk fristende “snuptagslgsninger”,
hvor man alene gennem billige og nemt gennemfgrlige overfladeandringer, fx pa
regelniveau, forsgger at pavirke undervisningens realitet og praksis. Sddanne for-
andringer vil formentlig pa l&ngere sigt vise sig virkningslgse, mens de pa kort sigt
forst og fremmest vil bidrage til &ndringstreetheden hos dem, der arbejder med ma-
tematikundervisning pé klasserumsniveau. Derved ville de vere direkte skadelige
i forhold til mere substantielle reformtiltag.

1.4 Hvad projektet ikke gar ud pa

De foregaende afsnit har sigtet pa at beskrive, hvad KOM-projektet gar ud pa, nem-
lig at levere en tilfredsstillende karakterisering af matematisk faglighed, baseret pa
matematiske kompetencer, som et middel til at mgde nogle udfordringer og be-
handle nogle problemer. Erfaringen viser, at der desuden kan vaere grund til at sige
noget om, hvad projektet ikke patager sig at vaere eller ggre, men som man kunne
tro, at det indbefattede, og som tillige i sig selv kan vaere af vaesentlig betydning.

@nske om at bidrage til en
udvikling som drivende kraft

Modvirke forsgg pa “snup-
tagslgsninger”
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KOM-projektet er ikke et forskningsprojekt i egentlig forstand. Saledes formuleres
der ikke nogen forskningsspgrgsmal, som s@ges besvaret ved en etableret eller ny-
udviklet forskningsmetodologi. Det betyder imidlertid ikke, at projektet afstar fra
fx begrebslige eller andre afklaringer og fra forsgg pa systematisk nytenkning. I
den forstand kan det bedst karakteriseres som et analytisk udviklingsprojekt.

Pa den made giver KOM-projektet sig fx ikke ud for at udggre — og det skaber
heller ikke — en overordnet matematikdidaktik, hverken i teoretisk eller i praktisk
forstand. Dertil hgrer der uendeligt meget mere end de afklaringer, som tilbydes i
projektet.

Projektet patager sig ikke at levere en sammenhangende stillingtagen til eller be-
grundelse af matematikfagets eksistensberettigelse i uddannelsessystemets forskel-
lige dele, om end aspekter af denne problemstilling strejfes, ikke mindst i kapi-
tel 10. Ogsa dette er af overordentlig betydning og kunne faktisk fortjene et selv-
steendigt projekt, men netop pa grund af omfanget af denne opgave har vi stort
set mattet lade den ubehandlet i dette projekt. Det indeberer, at det vedrgrende de
forskellige trin af uddannelsessystemet, som bergres i projektet, tages som et ud-
gangspunkt, at matematik og matematikundervisning principielt har en eksistens-
berettigelse. Det, som s kan diskuteres, er, pa hvilke vilkér, under hvilke rammer,
pé hvilken made, og med hvilken indretning matematikundervisningen skal place-
res i den pageldende sammenhzang.

Projektet gar ikke ud pa at karakterisere eller diskutere dannelse i almindelighed
eller matematikfagets aktuelle og potentielle bidrag til udviklingen af en sadan.
Det er naturligvis af stor betydning at kunne udrede disse forhold, det kan blot ikke
finde sted i denne samenh&ng.

I sine forskellige betydninger er ordet “kompetence” i disse ar genstand for stor op-
marksomhed i mange uddannelsesmessige, politiske og erhvervsmassige kredse.
Saledes er der, ikke mindst i uddannelsessystemet, stor interesse for at diskutere
diverse former for almene kompetencer af intellektuel, personlighedsmeessig og
social art. Det drejer sig bl.a. om kompetencer som gapamod, arbejdsevne, udhol-
denhed, selvtillid, evnen til at tage ansvar — fx for egen lering, evnen til at tage
stilling, tolerance, samarbejdskompetence, indlevelseskompetence m.m.m. Uagtet
disse kompetencers vigtighed, ogsa for udviklingen af matematisk faglighed, er
de ikke i fokus for dette projekt. Det samme galder arbejdsmarkeds- og erhvervs-
kompetencer af specifik og almen art, som samarbejdsevne, omstillingsparathed,
fleksibilitet, it-beredskab, evnen til at bega sig pa et eller flere fremmedsprog, osv.,
sadan som det efterspgrges af erhvervslivet og dets organisationer. Ogsa de er vig-
tige kompetencer, som falder uden for rammerne af KOM-projektet.

Endelig gér projektet, som fremhavet ovenfor, ikke ud pa at foresta konkrete tiltag
til implementering af idéerne og anbefalingerne i projektet, hverken nar det gelder
de juridiske, gkonomiske og administrative rammer for matematikundervisningen i
de forskellige dele af uddannelsessystemet, eller nér det gelder konkrete anvisnin-
ger vedrgrende undervisning, evaluering, tilvejebringelse af undervisningsmidler
m.v. I disse henseender “begynder projektet fgrst for alvor, nar det er slut”.



2 Besvarelse af kommissoriet

2.1 Indledning

Den foreliggende rapport er ikke opbygget i overensstemmelse med spgrgsmalene
i kommissoriet, idet projektet fgrst — i den i forrige kapitel nevnte afklaringsfase
— har bestaet i at skabe en struktur pa feltet, som kommissoriet i sagens natur ikke
kunne ventes at rumme ved projektets begyndelse. Ikke desto mindre er de fle-
ste af kommissoriets spgrgsmaél i realiteten mere eller mindre direkte behandlet i
de felgende kapitler i rapporten. Dette kapitel har til opgave at levere en kort sam-
menfatning af, hvad vi pa denne baggrund mener, vi kan sige i forhold til de enkelte
spgrgsmal i kommissoriet, jf. afsnit 1.2 (side 15).

Det fremgar uden videre, at disse spgrgsmal, taget i deres bredde, deekker et meget
stort udsnit af de forhold, der er vasentlige i tilknytning til matematikundervisning.
Et fyldestggrende forsgg pa besvarelse af dem alle ville indebaere ars studier og
lede til en rapport i mange bind. Det er i erkendelse heraf, at kommissoriet ikke
beder om svar pa spgrgsmalene, men om belysning af dem, jf. afsnit 1.2.

2.2 Kommissoriets enkelte punkter

2.2.1 a) I hvilken udstraekning er der behov for at forny den eksiste-
rende matematikundervisning?

Projektets indledende fase, problemafklaringsfasen, hvis hovedresultater er inde-
holdt i kapitel 10 af denne rapport, tog forst og fremmest sigte pa at afdekke et
set problemer for, i og med matematikundervisningen i Danmark. Konklusionen
péa denne fase var, at i adskillige henseender rummer dansk matematikundervis-
ning centrale og bevaringsverdige kvaliteter pa alle uddannelsestrin (om end kva-
liteternes art varierer fra trin til trin), men at der ogsa er en rekke problemer og
udfordringer, som skaber et behov for fornyelse af visse sider af den eksisterende
matematikundervisning.
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Begrundelsesproblemer

Vi har identificeret en kreds af problemer relateret til matematikundervisningens
begrundelse.

Hertil hgrer det problem, at elever og studerende fravalger matematikholdige ud-
dannelser og uddannelsesgrene i en sddan grad, at der opstar et misforhold mellem
de kvalifikationer, bgrn og unge tilegner sig, og dem, der er brug for i det arbejds-
massige, offentlige og private liv. Hovedproblemet her er ikke fgrst og fremmest
den svigtende rekruttering til matematiske fag i uddannelsessystemet, om end der
er en voksende mangel pa kompetente matematiklaerere i folkeskole og gymna-
sium, men det forhold at de unge i stort tal fravaelger andre slags uddannelser med
et markant islaet af matematik. Eftersom dette er et veldokumenteret, internationalt
feenomen og problem, kan ikke alle dets &rsager vare srlige for Danmark. Det for-
hindrer selvsagt hverken, at de internationale tendenser overlejres eller forsterkes
af specifikt danske forhold, eller at der er mulighed for gennem uddannelsessyste-
met 1 almindelighed og matematikundervisningen i s@rdeleshed at modvirke disse
tendenser og de problemer, de skaber.

Et andet problem i denne kreds er det sékaldte “relevansparadoks”, som bestir
i misforholdet mellem pa den ene side matematikkens objektive, om end oftest
skjulte, relevans for samfundets virksomhed, bredt forstaet, og, pa den anden side,
den subjektive irrelevans som mange af matematikundervisningens modtagere f@-
ler med hensyn til deres egen beskaftigelse med matematik. Relevansparadokset
manifesteres bl.a. som et isolationsproblem for matematikundervisningen, fx nér
den har vanskeligt ved at blive bragt i samspil med undervisningen i andre fag.
Motivationsproblemet — som forsterkes af relevansparadokset, men ogsa har sin
egen baggrund og sit eget liv — bestar i, at mange elever finder arbejdet med mate-
matik kedeligt, menings- eller perspektivlgst, eller blot for kreevende i forhold til
de forventelige gevinster ved arbejdet.

Det sidste af begrundelsesproblemerne er den gradvis voksende trussel mod “ma-
tematik for alle”, der is@r ses i lande som USA, Japan, Tyskland og i mere spredt
form i Norge og Sverige, men som ogsa vinder frem i Danmark. I nogle kredse
i samfundet sattes simpelthen spgrgsmalstegn ved, om matematikkundskaber og
matematiske kompetencer nu virkelig er sd vigtige for hele befolkningen. Er det
ikke nok, at sddanne kundskaber og kompetencer kun besiddes af et mindretal —
mens resten kan klare sig med matematik formidlet og camoufleret af brugerven-
lige IT-systemer? I andre kredse, hovedsagelig blandt visse matematikere og na-
turvidenskabsfolk, er der snarere skepsis over for, at “for alle” betyder “for alle og
sammen”, idet frygten i disse kredse er, at “de svage” i henseende til tilegnelses-
evne og motivation skal trekke matematikundervisningen ned pa et niveau, hvor
den trivialiseres, s& den ikke appellerer til eller giver tilstreekkeligt udbytte for “de
steerke”. Derved far ingen af parterne noget ud af matematikundervisningen, og
samfundet far ingen, som besidder tilstreekkelige matematiske kompetencer. Uan-
set hvilken holdning man indtager til disse trusler mod “matematik for alle”, giver
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de anledning til alvorlige udfordringer til dansk matematikundervisning og dens
selvforstéelse.

Implementationsproblemer

Den anden kreds af problemer, som er taget op i denne rapport, har vi samlet under
overskriften implementationsproblemer.

Det fgrste blandt disse knytter sig til matematiklerernes kvalifikationer. Selv om
det mest karakteristiske ved de forskellige stender af matematiklerere er den me-
get store spredning, som findes inden for hver stand, méa det ses i gjnene, at der,
hvis man ser pa gennemsnittet, er rum for forbedring af leerernes kvalifikationer,
inklusive deres holdninger, enten i faglig henseende, eller i didaktisk-pedagogisk
henseende eller i begge. Det galder, hvad enten man ser pa folkeskolelaerere, di-
verse kategorier af lerere i ungdomsuddannelserne eller pa matematiklerere pa de
videregdende uddannelser.

Vi har ogsd blandt implementationsproblemerne haftet os ved sammenhzangs-,
overgangs- og progressionsproblemer i matematikundervisningen. Sammenhangs-
problemet bestér i, at det fag, der barer navnet matematik, i virkeligheden er sa
forskelligt teenkt, fortolket og realiseret i de forskellige afsnit af uddannelsessyste-
met, at det kan veere svert at fa gje pa, hvad der er fzlles for faget. For de elever,
der i forskellige perioder i deres liv skal opholde sig i forskellige uddannelsesat-
snit, giver dette anledning til forvirring og orienteringsvanskeligheder. Af serlig
styrke er disse problemer, nar det geelder overgangen fra et afsnit til et andet (fx fra
folkeskole til gymnasiale uddannelser, eller fra gymnasiale uddannelser til videre-
géende uddannelser), hvor der ofte opstar betydelig usikkerhed béde hos elever og
leerere, spild af mentale og andre ressourcer, svaekkelse af motivation og interesse
osv. Problemet med at opna tilstreekkelig progression i matematikundervisning og
-tilegnelse, bade mellem og inden for uddannelsesformerne, hgrer hjemme i denne
kontekst.

Et andet implementationsproblem er problemer med spredningen i det udbytte,
eleverne opnar ved undervisningen pa et givet trin. Denne spredning er i dansk
matematikundervisning ganske betydelig. Ud over at dette giver anledning til et
problem med at fastholde et ensartet niveau for malgruppen for undervisningen,
giver spredningen anledning til, hvad vi kalder et deklarationsproblem, som opstar
ved “migration” pa langs eller tveers i uddannelsessystemet, hvor modtagerne af de
forskellige dimittendgrupper ikke ved, hvad de kan forvente af den matematiske
bagage hos de elever, de modtager.

Ogsa de problemer, der forefindes ved den undervisningsdifferentiering, som prak-
tiseres i uddannelsessystemet, rubriceres som et implementationsproblem. Uanset
hvilke forestillinger og hensigter man har med undervisningsdifferentiering (be-
grebet daekker i virkeligheden over flere forskellige, og pa nogle punkter modstri-
dende, ting), ma der konstateres problemer med at skabe klare rammer og tilstreek-
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kelige ressourcer til at virkeligggre differentieringen. Og gnsket, men mislykket
undervisningsdifferentiering er et problem i sig selv.

De sidste problemer, vi fremdrager i denne problemkreds, knytter sig til evaluering.
Her peger vi dels pa disharmoniproblemet, der bestér i, at mange af de traditionelt
benyttede evalueringsformer kun i begrenset grad tillader evaluering af de matema-
tiske kundskaber og kompetencer, man egentlig gnsker at fremme i matematikun-
dervisningen. Dels fremhaver vi det mere dybtliggende fortolkningsproblem, som
omfatter de ganske store vanskeligheder, der er ved at sikre sig, at de evaluerings-
former, som faktisk benyttes, bade tillader og udnyttes til en holdbar afdekning af
elevernes matematiktilegnelse og -beherskelse.

“Svaret”

Det ovenstdende skal ikke ggre det ud for en udtgmmende kortlegning af pro-
blemerne for, i og med matematikundervisningen i Danmark. Men de fremdragne
problemer er efter arbejdsgruppens opfattelse blandt de vigtigste. Heraf fglger sa
det koncise svar pa spgrgsmal a): Der er behov for at forny den eksisterende ma-
tematikundervisning pd en sddan mdde og i en sadan udstreekning, at de ovenfor
neevnte problemer kan lgses eller reduceres betragteligt. De foreslaede midler til en
sddan fornyelse er omtalt i kapitel 11, som rummer KOM-projektets anbefalinger.

2.2.2 b) Hvilke matematiske kompetencer skal der vaere opbygget hos
eleverne pa de forskellige stadier af uddannelsessystemet?

Svaret pa dette spgrgsmal udggr indholdet af denne rapports del III og VII. T be-
tragtning af uddannelsessystemets omfang og mangfoldighed kan svaret kun op-
summeres i generel form, nemlig som felger.

Fra begyndelsen af formaliseret matematikundervisning sattes alle otte matema-
tikkompetencer — jf. kapitel 4 — pa dagsordenen for undervisningen. Det er en af-
ggrende pointe i KOM-projektet, at dette sker, idet det er en hovedidé at benytte
kompetencerne til at skabe en felles referenceramme for al matematikundervis-
ning. Til gengeld er det i begyndelsen kun visse af de karakteristiske trek ved
den enkelte kompetence, der tages i betragtning. Op igennem uddannelsessyste-
met forudsattes gradvis flere trek af hver kompetence tilfgjet elevens kompeten-
cebesiddelse. Ved udgangen af det gymnasiale A-niveau skal hver kompetence i
fuld udfoldelse vere i elevens besiddelse. Det samme er tilfzeldet med de mate-
matiktunge videregdende uddannelser, herunder uddannelserne til matematiklaerer
for bgrn, unge eller voksne. I den forbindelse forudsattes det altsa ogsa, at uni-
versiteternes kandidat- og bacheloruddannelser i matematik, til forskel fra hvad
der ofte har veret tilfeldet, sigter mod at udvikle modellerings-, kommunikations-
og hjelpemiddelkompetence. Hvad angéar de ikke-matematiske, men matematik-
forbrugende uddannelser, som findes efter den almene skolegang, forventes igen
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kun visse af kompetencerne at indgd i den matematiske bagage, som eleven eller
den studerende sgges udstyret med. Serlig vegt legges her pa modelleringskom-
petencen, og pa hvad der i gvrigt skal til for at bega sig med matematik i ekstra-
matematiske forbindelser.

Der kan vare grund til en s@rlig bemarkning vedrgrende de mange erhvervsuddan-
nelser, samt korte og mellemlange videregdende uddannelser, som ikke i sig selv
sigter mod at udvikle matematiske kundskaber hos deres elever og studerende, og
som maske heller ikke leverer nogen undervisning under overskriften “matematik”,
men som ikke desto mindre betjener sig af eller de facto udvikler matematiske kom-
petencer. I denne rapport er gastronom-, elekriker- og datamatikeruddannelserne
repreesentanter for denne store klasse af uddannelser. Det er her vores konklusion,
at det vil veere didaktisk og pedagogisk nyttigt at bringe selve det forhold, at disse
uddannelser faktisk treekker pd matematiske kompetencer, frem i lyset, ligesom det
bgr artikuleres, hvilke kompetencer der n&ermere bestemt er tale om.

Mens kompetencerne i sig selv er pa feerde i hele uddannelsessystemet, er den
méade, de manifesteres pa i konkrete matematiske aktiviteter, meget variererende fra
sted til sted, ikke mindst nar det galder samspillet med fagligt stof, sidan som det
er behandlet i rapportens del IV. Der er uden tvivl ogsa tale om, at vaegtfordelingen
mellem kompetencerne varierer med trin og sted.

P4 nogenlunde lignende vis forholder det sig med de tre former for overblik og
dgmmekraft vedrgrende matematik som fagomrade. Overblik og dgmmekraft ved-
rgrende henholdsvis matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisom-
rader og matematikkens karakter som fagomrade er i princippet pa feerde fra ma-
tematikundervisningens begyndelse, men selvsagt pa mader, der er tilpasset per-
spektiverne for de respektive uddannelsestrin, samt kompetencerne og det faglige
stof, som undervisningen beskaftiger sig med. Overblik og dgmmekraft vedrg-
rende matematikkens historiske udvikling tenkes at indga pa et senere stadium i
uddannelsesforlgbet. Inden for de for omtalte erhvervsrettede uddannelser har det
dog n@ppe mening at sgge at udvikle overblik og dgmmekraft vedrgrende mate-
matik som fagomrade, ud over hvad der ligger i at ggre det klart for eleverne, at
erhvervet faktisk indebarer og forudsatter visse matematiske kompetencer.

2.2.3 c¢) Hvordan sikrer man progression og sammenhzng i matema-
tikundervisningen gennem hele uddannelsessystemet?

Forudsatter vi et gjeblik, at vi ved, hvad der skal menes med progression og sam-
menha&ng 1 matematikundervisningen, er én forudsetning afggrende, hvis progres-
sion og sammenhang i matematikundervisningen gennem hele uddannelsessyste-
met skal sikres. Det er, at matematikundervisningsaktgrerne — dvs. centrale og lo-
kale myndigheder, lerere, lereruddannere, l&remiddelsproducenter osv. — t@nker
péa det samme fag, nar de taler om matematik, og ikke kun pa en ydre etiket, og at
de opfatter deres opgave som vaerende pa hver deres made at bidrage til, at bgrn og
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unge op igennem uddannelsessystemet udvikler og udbygger deres matematiske
kompetence. Med andre ord er det centralt, at matematikundervisningens aktgrer
alle betragter sig som del af det samme overordnede undervisningsprojekt og ikke
som aktgrer i en rekke adskilte projekter, der enten ikke har noget sarligt med
hinanden at ggre, eller som direkte kan komme hinanden pa tvaers. At skabe et
saddant mentalt faellesskab er en mangesidet sag, der har at ggre med strukturelle
og organisatoriske forhold, med faglige og professionsmassige traditionsforskelle,
og med arbejds- og lgnvilkar m.m.m. Flere af disse forhold har ikke noget specielt
med matematikundervisning at ggre og ligger derfor helt uden for reekkevidde af et
projekt som det foreliggende.

Den for sammenhzng ngdvendige falelse af feellesskab og samarbejde

Inden for projektets rekkevidde er det derimod at bidrage pa andre mader til ska-
belsen af det omtalte mentale fallesskab blandt folk, der er professionelt engage-
rede i matematikundervisning, uanset trin. I de senere ar er der i Danmark sket en
raekke tiltag, der pa det organisatoriske plan har bidraget til at bringe matematik-
undervisningsfolk fra de fleste dele af uddannelsessystemet sammen. Man kunne
naevne Danmarks Matematikundervisningskommission, Forum for Matematikkens
Didaktik, arbejdet med at forberede Verdensmatematikaret 2000 i Danmark, pro-
jektet “Matematik og naturvidenskab i verdensklasse” vedrgrende folkeskolen og
gymnasiet i hovedstadsomradet, og arbejdet med at forberede ICME-10 — den ti-
ende verdenskongres for matematikundervisning og matematikkens didaktik, som
skal finde sted i Kgbenhavn i 2004 — som nyere eksempler pa fellesskabsfrem-
mende foranstaltninger. Disse tiltag kan KOM-projektet visselig ikke tage @ren
for. Men de er et udtryk for, at der er en stigende forstéelse for vigtigheden af fel-
lesskab og samarbejde, samt en voksende grobund for begge dele. KOM-projektet
i sig selv har, med dets kontakter til alle lag i uddannelsessystemet, veret en vigtig
accelerator og katalysator i samme retning.

I anbefalingerne i kapitel 11 har vi yderligere foreslaet en raekke tiltag, som har
til formal at styrke det mentale og organisatoriske faellesskab i matematikunder-
visningen, ikke mindst i sammenh@ng med overgangen mellem de store afsnit af
uddannelsessystemet, fra folkeskole til ungdomsuddannelser og fra ungdomsud-
dannelser til videregdende uddannelser, hvor vi har anbefalet oprettelsen af diverse
lokale organer til varetagelse og fremme af kontakt mellem uddannelsessystemets
dele.

Sadanne forbedrede muligheder for at etablere mgdesteder mellem mange slags
matematikundervisere danner en tiltraengt, for ikke at sige ngdvendig, platform for
at skabe den omtalte bevidsthed om matematikundervisningen som et felles pro-
jekt. Det naste spgrgsmal er sa, hvordan dette kan viderefgres i en felles forstaelse
af, hvad det feelles projekt neermere gér/skal ga ud pd. KOM-projektets bud pa det
er, at projektet skal ga ud pa at bibringe matematikundervisningens modtagere pa
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alle trin de i denne rapport omhandlede matematiske kompetencer og former for
overblik og dgmmekraft.

Den made, hvorpa progression og sammenhang herefter skal forstas og beskrives, Forstielsen af sammenhzng
er sa haftet op pa disse kompetencer m.v. Sammenhzangen bestar i, at det er de

samme kompetencer, som efterstrebes overalt i uddannelsessystemet, saledes at

matematikfaget ikke falder i en rekke ret forskellige fag, bundet sammen af den

samme overskrift. Sammenhzangen bestar endvidere i, at det er de samme ti mate-

matiske stofomrader, hvorfra det matematiske stof skal hentes, som foreslds gjort

til genstand for undervisningen fra folkeskole til indledende videregaende under-

visning. Som fremh@vet mange gange i denne rapport manifesterer kompetencerne

sig forskelligt pa de forskellige trin, ligesom den narmere realisering af de mate-

matiske stofomrader selvsagt er bestemt af trinnet.

Progression i den enkeltes matematikbeherskelse

Hvad progression i den enkeltes matematikbeherskelse angér, bestar den dels i til- Progression i matematikbe-
vaekst af matematisk kompetence, overblik og dgmmekraft, dels i indvinding af herskelse og -undervisning
nyt land vedrgrende de matematiske stofomrader, den enkelte bliver i stand til

at begd sig i og med. Kompetencerne udvikles og udgves i beskaftigelsen med

matematiske stofomréader. I dette projekt foreslar vi at detektere og fremme pro-

gression i den enkelte matematiske kompetence ved at fokusere pa dens vaekst i tre

dimensioner, nemlig dekningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau, jf. afsnit 4.4.4

(side 64). Ses udviklingen af henholdsvis aktionsradius og det tekniske niveau for

samtlige kompetencer under ét, fas en tet kobling mellem kompetenceudvikling

og indvinding af nyt land vedrgrende matematiske stofomrader. Progression i ma-

tematikundervisningen bliver derved synonymt med det at skabe progression i den

enkeltes matematikbeherskelse, som netop beskrevet. Savel progression i matema-

tikbeherskelse som i matematikundervisning bliver altsd den samme sag inden for,

og pa langs af, de enkelte udsnit af uddannelsessystemet, og dermed ogsa hen over

de sektorielle og institutionelle graenser, som uddannelsessystemet rummer.

Forstas progression pa denne méade, bliver det padagogiske hovedspgrgsmal, hvor- Vedr. spgrgsmélet om “hvor-
dan man konkret kan tilretteleegge en matematikundervisning, der fremmer den. dan”

Her bliver KOM-projektet ngdt til at lade sig ngje med et par generelle betragt-

ninger, idet en mere indgédende behandling af dette spgrgsmal for alle de relevante

uddannelsestrin ville reekke langt ud over projektets rammer.

For det fgrste er det vores opfattelse, at udnyttelsen af selve den her presente-
rede kompetencetenkning overalt i matematikundervisningen, ikke mindst i dens
hverdag, i sig selv vil vere et fgrste skridt til fremmelse af progression i undervis-
ningen, alene ved at gge opmarksomheden om forehavendet.

For det andet vil udnyttelsen af denne tankegang i planlegningen, tilretteleg-
gelsen og gennemfgrelsen af undervisningen kunne bidrage til orkestrering af
undervisnings- og leringsaktiviteter, som udtrykkeligt har til formal at udvikle den
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enkelte elevs matematiske kompetencer. Uden at vi her skal forsgge at ga i detal-
jer, lader det sig uden videre hevde, at der, som orkestermetaforen ogsa leegger op
til, er brug for en righoldig mangfoldighed af sidanne aktiviteter, der hver pa sin
made, pa sit sted og til sin tid kan bidrage til udvikling eller konsolidering af nogle
af matematikkompetencerne.

For det tredje vil tilretningen og konstruktionen af evalueringsformer og -instru-
menter, som sigter mod — og egner sig til — at detektere, karakterisere og bedgmme
matematiske kompetencer, tjene til at fremme den enkeltes kompetenceudvikling,
men ogsa til at skabe input til justering af selve undervisningen, s den i hgjere
grad fremmer progression.

2.2.4 d) Hvordan maler man matematiske kompetencer?

Udgangspunktet for maling, dvs. detektering, karakterisering og ogsa bedgmmelse
af en matematisk kompetence, er de flere gange omtalte tre dimensioner ved kom-
petencen: dekningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau. Som nermere omtalt i
kapitel 9 er dette midlet bade til en statisk tilstandsbeskrivelse og en dynamisk
udviklingsbeskrivelse. Med andre ord gér en statisk eller dynamisk maling af en
kompetence ud pa at male dens dekningsgrad, aktionsradius eller tekniske niveau.

Men selv om det nu i princippet er klarlagt, ivad der skal males, er det ikke dermed
sagt, hvordan det kan/skal méles, dvs. under hvilke omstendigheder og med hvilke
instrumenter malingen kan udfgres. Store dele af kapitel 9 er viet en gennemgang
af henholdsvis veletablerede, nyere og endnu knap nok eksisterende evaluerings-
former og -instrumenter, som enten kan benyttes til summativ evaluering i form af
prgver og eksamener ved afslutningen af et uddannelseafsnit eller en uddannelse,
eller som lereren kan benytte til formativ evaluering undervejs i matematikunder-
visningen, i begge tilfelde med de matematiske kompetencer som evalueringsgen-
stand.

Det bliver her dels konkluderet, at intet enkelt evalueringsredskab er tilstreekke-
ligt til at indfange hele spektret af kompetencer (eller de tre former for overblik
og dgmmekraft). Et bredt spektrum af redskaber er ngdvendigt. Det konkluderes
endvidere, at stgrstedelen af de gengse evalueringsformer og -instrumenter faktisk
egner sig til at evaluere nogle af kompetencerne, og til sammen ganske mange af
dem, forudsat at de “bygges om” og orienteres til specifikt at sigte pa de relevante
kompetencer. Det krever et ikke forsvindende, men ikke desto mindre overkom-
meligt, tilretnings- og udviklingsarbejde at bringe det i stand. Endelig konkluderes
det, at skgnt man med tilretning af de kendte evalueringsredskaber kan komme et
ganske langt stykke vej med at evaluere kompetencerne, er der fortsat behov for
at udvikle nye redskaber til brug for evaluering af disse, ikke mindst i forbindelse
med det, diverse spektra af undervisnings- og aktivitetsformer, moderne matema-
tikundervisning betjener sig af.
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2.2.5 e) Hvilket indhold skal der veere i et tidssvarende matematik-
fag?

Det er et af udgangspunkterne for KOM-projektet, at indholdet af et tidssvarende
matematikfag ikke udelukkende kan karakteriseres ved hjelp af det faglige stof,
matematikundervisningen omhandler. Indholdet bestar ogsa i de kompetencer og i
de former for overblik og dgmmekraft, som settes pa dagsordenen for undervisning
og laring, samt i det konkrete indhold, ogsa af ekstra-matematisk art, som indgar
i de objekter, fenomener, situationer, problemer, spgrgsmél osv., som behandles i
undervisningen.

Det indebeerer imidlertid ingenlunde, at faglige stofomrader er af sekunder betyd-
ning for matematikundervisningen. Séledes vil enhver udvikling og udgvelse af
matematiske kompetencer finde sted i omgangen med faglige stofomrader. Her har
arbejdsgruppen peget pa ti matematiske stofomrader, som mé danne den matema-
tikstoflige grundstamme i stgrstedelen af matematikundervisningen fra indskoling
til det fgrste ar eller to af universiteternes matematikstudier. Det forhindrer ikke, at
der i forskellige sammenhange kan vaere mening i eller brug for at inddrage andre
stofomrader. Dette er naturligvis navnlig tilfeeldet pa videregdende uddannelses-
trin. Denne problemstilling har vi ladet ligge i dette projekt.

De ti stofomrader er talomrdderne, aritmetik, algebra, geometri, funktioner, infini-
tesimalregning, sandsynlighedsregning, statistik, diskret matematik og optimering.
I rapportens del IV er der foretaget en nermere karakterisering, i overordnede ter-
mer, af indholdet i de ti stofomrader, ligesom der er gjort rede for forbindelsen
mellem disse stofomrader, kompetencerne og uddannelsestrin i et tre-dimensionalt
kasseskema, som ikke mindst tjener til at sla fast, at der er tale om tre helt forskel-
lige akser, som bringes i samspil.

Stofomraderne er med vilje valgt med ret klassiske overskrifter og afgraensninger,
bl.a. for at skabe overensstemmelse med den made, matematikkens stofarkitektur
nu engang har udviklet sig og er konstitueret pa. Vi har altsa ikke gnsket at bevaege
os ind pa den vej, som diverse udenlandske (frem for alt angelsaksiske) lereplans-
projekter har betradt, nemlig at erstatte traditionelle matematiske stofomrader med
overgribende tematiske eller fenomenologiske kategorier, som fx “rum”, “form og
mgnstre”, “forandring og vaekst”, “maling” osv. Sddanne kategorier kan vere ver-
difulde i bestemte, afgreensede forbindelser, fx i relation til en bestemt skoleform,
men er neppe sa nyttige, ndr man forsgger at identificere stofomrader, som kan

ggres geldende pa mange, i gvrigt forskelligartede, uddannelsestrin.

En anden ledetrad for valget af stofomrader er, at disse skulle afspejle det forhold,
at stgrstedelen af den matematikundervisning, der gives i Danmark, i en eller anden
forstand har — og bgr have — et anvendelsesorienteret sigte. Et tidssvarende mate-
matikfag, som ikke henvender sig til en snever kreds af teoretiske specialister, ma
tage dette alvorligt. Det har fert til, at vi ud over basale internt matematiske stofom-
rader har lagt vaegt pa sddanne, som enten direkte i deres teoribygning er motiveret
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af anvendelsesspgrgsmal (det geelder sandsynlighedsregning, statistik og optime-
ring), eller som er af central betydning for anvendelsen af matematik i andre fag-
eller praksisomrader (fx aritmetik, aspekter af geometri, aspekter af funktioner, in-
finitesimalregning og diskret matematik).

At de ti stofomrader er valgt som dakkende for stgrstedelen af matematikunder-
visningen, betyder ikke, at alle stofomrader, eller alle de n&ermere omtalte sider af
et givet stofomrade, foreslds programsat for alle de bergrte uddannelsestrin. For
eksempel anser vi det ikke for meningsfuldt at forlange, at algebra som ekspli-
cit behandlet stofomrade skal optreede fgr pa grundskolens afsluttende trin (7.-9.
klassetrin), eller at infinitesimalregning skal optrade i grundskolen eller i grund-
skolel@reruddannelsen.

Pointerne er, at de ti stofomrader danner en grundliste, hvorfra det nermere gn-
skede stof pa et givet trin skal hentes. I den forbindelse har arbejdsgruppen anset
det for afggrende for et tidssvarende matematikfag, at der ikke — pa noget under-
visningstrin — sker en for stor detaljering af de stofkomponenter, som skal indga i
undervisningen. Stofvalget bgr — for ikke at modarbejde de barende hensigter og
idéer med det foreliggende projekt — ske med en ret hgj grad af sammenfatning.
Blandt de former for modarbejdelse, som overdreven detaljering i stoffastleggel-
sen erfaringsmassigt kan frygtes at bevirke, er stoftrengsel og ansvarsforflygti-
gelse blandt matematikundervisningens udgvere.

2.2.6 f) Hvordan sikrer man, at der sker en lgbende udvikling af ma-
tematikfaget og matematikundervisningen?

Dele af svaret pa dette — meget omfattende — spgrgsmal er allerede givet i svaret pa
spgrgsmal c): Man skaber vilkar, omstendigheder og organisatoriske rammer, der
fremmer, at alle matematikundervisningens aktgrer ser sig selv som parthavere i
et faelles projekt, uanset uddannelsestrin. Det forudsatter skabelse af platforme og
bastioner, bl.a. som foreslaet i kapitel 11, som kan sikre erfarings- og idéudveks-
ling, muligheder og ressourcer for udviklingsarbejde, forsggsvirksomhed osv.

Bedre forbindelse mellem forskning og praksis

Af serlig betydning er det her at fa skabt langt bedre forbindelser mellem mate-
matikundervisningens praksis og den matematikdidaktiske forskning i landet. S&-
danne forbindelser skal ikke besta i, at matematiklerere skal ggres bekendt med
forskningens resultater og sattes til at omsette dem til praksis. Kun sjeldent fgrer
matematikdidaktisk forskning til direkte omsattelige, positive resultater.

Opgaven bestar snarere i at skabe forbindelser, centreret om konkrete forsknings-
og udviklingsarbejder mellem nogle lerere og nogle forskere. Vellykkede eksem-
pler pa sadanne arbejdsfzllesskaber mellem praktikere og forskere kendes fx fra
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Frankrig (de sékaldte IREMer), Italien (de sakaldte NRDMer) og punktvis i USA.
Ud over at vere personligt givende for de direkte involverede er hovedudbyttet af
saddanne aktiviteter, at der skabes “dgnningseffekter” i bade de bergrte uddannelses-
institutioner og forskningsmiljger, derved at andre lerere og forskere fér inspiration
til deres virke fra aktiviteterne.

Gode muligheder for matematiklaereres efter- og videreuddannelse

Derudover giver det sig selv, at righoldige og tilstraekkelige efter- og videreuddan-
nelsesmuligheder, konferencedeltagelse osv. for lerere pa alle trin er essentielle,
savel for lgbende udvikling af matematikfaget og matematikundervisningen i det
hele taget, som i forhold til de perspektiver, der er fremdraget i dette projekt. Hvad
det sidste angdr, peger vi i kapitel 11 pa, at det, alt andet lige, vil vaere mere virk-
somt for realiseringen af tankerne i — fx — dette projekt at satse krafterne og res-
sourcerne pa bedre grunduddannelse, samt efter- og videreuddannelse af lererne,
end pé en ggning af timetallet for matematikundervisning i eksempelvis folkesko-
len, selvom dette naturligvis kunne give matematikundervisningen mere udfoldel-
sesrum.

En vigtig grund til, at der pad mange forskellige méder bgr satses pa at forbedre
og udvikle lerernes arbejdsbetingelser, bredt set, er, at dette er foruds@tningen for
at leererne fgler sig respekteret og taget alvorligt af det politiske og administrative
system. Ggr de ikke det, er det umuligt at sikre en lgbende udvikling af matematik-
faget og matematikundervisningen, eftersom en sadan udvikling ngdvendigvis ma
bares af lererne.

Reformer der respekteres af og involverer matematiklererne

KOM-projektet har investeret meget arbejde i at vaere et projekt, som var i lgbende
dialog og udviklingskontakt med mange slags matematikundervisningsaktgrer fra
alle dele af uddannelsessystemet. Ud over at dette tenktes at bidrage til et bedre
projekt, end tilfeeldet ellers ville have veret, var denne fremgangsmade et bevidst
gnske om ikke at blive et “oppefra-og-ned-projekt”. Det er uden tvivl en kendsger-
ning, at reformer, der alene s®ttes i vaerk ved diktat fra oven, nermest ingen chance
har for at sl& igennem pa andet end helt udvendige méader. Hvis ikke tilstraekkeligt
mange af matematikundervisningens aktgrer fgler medejerskab til en reform, er der
endelgst mange forskellige mader, den reelt kan gé i vasken pa, uden at det sker
formelt.

Vi anser det derfor for at vere en hovedsag, at enhver fremtidig reform finder sted
pa méader og i et tempo, som opnar lerernes faglige og procesmassige respekt,
tiltro, medejerskab og aktive medvirken, med mindre man da har til hensigt at
udskifte hele korpset. Der er her tale om en ngdvendig, ikke om en tilstrekkelig
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betingelse for en vellykket udvikling af matematikfaget og matematikundervisnin-
gen. Dette er ikke et spgrgsmal om at stryge lererne med harene, men om at se
realiteterne i gjnene. Hvilket hermed er anbefalet.

2.2.7 g) Hvad er samfundets krav til matematikundervisningen?

Samfundets krav til matematikundervisningen er dels eksplicitte, dels implicitte,
og ofte ligefrem ubevidste. I kort form har samfundet overordnet set tre forskellige
hensigter med, og dermed krav til, matematikundervisningen (jf. afsnit 10.2).

Den skal bidrage til den teknologiske og socio-gkonomiske udvikling af samfundet
som helhed. Den skal udstyre individer med verktgjer, kvalifikationer og kompe-
tencer, som kan hjelpe dem til at klare livets (ud)fordringer, som privatpersoner,
i arbejdslivet og som samfundsborgere. Den skal bidrage til samfundets politiske,
ideologiske og kulturelle vedligeholdelse og udvikling i Danmark i et demokratisk
perspektiv.

Pa det overordnede plan gar disse hensigter udmerket i spend med hinanden, og
de kan endda ses som gensidigt forsteerkende. Men nér man pa et konkret og prag-
matisk plan skal omsatte dem i indretning af matematikundervisningen, kan de
godt komme pa tveers af, eller maske sdgar i konflikt med, hinanden. Det sker iser,
hvis der skal foretages afvejninger og prioriteringer mellem forskellige hensyn og
indsatser. @nsker en sektor i samfundet fx at uddanne en arbejdskraft, som pa et
snevert omrade med hurtighed og sikkerhed kan udfgre visse matematiske ope-
rationer af rutinemessig karakter — det der af nogle er blevet kaldt “den levende
regnemaskine” — og gnsker matematikundervisningen indrettet og gennemfgrt, sa
denne opgave star i centrum, er det lidet sandsynligt, at den samme undervisning
kan indlgse den opgave at bidrage til uddannelsen af borgere, som pa et vidende,
tenksomt og analytisk grundlag kan forholde sig kritisk til brug og misbrug af
matematik af betydning for samfundsmassige beslutninger.

I Danmark har det imidlertid i en del ar veeret et udtrykkeligt gnske fra samfundet
— reprasenteret ved det politiske og administrative system samt de store organisa-
tioner pa arbejdsmarkedet — at tilleegge alle tre hensigter vaegt. Pa det udtrykkelige
niveau, som det fx ses afspejlet i nedskrevne leseplansformal m.v., har det iser
varet de to sidste hensigter, som i nyere tid har varet artikuleret, selv om man let
kan vise, at erhvervslivet og det politiske system ogsa ofte slar pa den fgrst anfgrte
hensigt. Dette har ikke mindst veeret synligt i de seneste par artier, hvor der har vee-
ret utilstrekkelig tilgang til matematiktunge uddannelser, som samfundet, og her
ikke mindst industrien, efterspgrger, jf. kapitel 10.

Dette betyder, at samfundet kraver af matematikundervisningen, at den er velfun-
gerende nok til at engagere eleverne, sd de motiveres til at patage sig den opgave,
det er at tilegne sig matematik, og til at velge uddannelsesveje, som indebarer en
eller anden form for beskaftigelse med matematik. I den forbindelse krever sam-
fundet, at matematikundervisningen bedrives, sa den ikke giver for meget frafald,
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enten derved at den af for mange forlades “i utide”, eller ved at for mange ikke be-
star prgver og eksamener. Samfundet kreever videre, at matematikundervisningen
til enhver tid er effektiv nok til at forsyne elever og studerende med de kvalifika-
tioner og matematiske kompetencer, som efterspgrges pa arbejdsmarkedet — uden
at det altid star klart, hvad disse n@rmere bestar i. [ disse ar er der fx kredse i sam-
fundet, som beder om maél- og dokumenterbare feerdigheder af en nok sé reduceret
art, samt korte og letforstielige deklarationer af hvad eleverne “kan”. Til andre ti-
der efterspgrges fgrst og fremmest forstaelse, indsigt, kreativitet og kritisk sans.
Samfundet kraever tillige, at matematikundervisningen forsyner bgrn og unge med
kundskaber og ferdigheder, som ggr, at de kan sta sig i internationale sammenlig-
ninger — navnlig i forhold til de andre nordiske lande — pa en méde, der svarer til de
nationale ambitioner i kombination med den nationale selvforstielse. Samfundet
krever ogsa, at matematikundervisningen skal bidrage til uddannelsen af aktive,
medlevende, selvstendige, stillingtagende og kritiske samfundsborgere. Samfun-
det krever endelig, at matematikundervisningens modtagere trives ved den og er
glade for den.

Dette er mange og forskelligartede krav, som det nok kan vere vanskeligt at ho-
norere inden for én og samme matematikundervisning. Det siger derfor sig selv, at
det ikke lader sig ggre at fremsztte enkle anvisninger pa, hvordan det skal ske. Nar
samfundet ikke afgiver sarligt tydelige signaler om, hvordan disse krav skal afve-
jes i forhold til hinanden, skyldes det naturligvis, at det danske samfund ikke er en
enhedsorganisme med ét overordnet hoved som kommandocentral for samfunds-
legemet. Der er forskellige interesser, betoninger og prioriteringer, som skiftevis
brydes og sameksisterer i et samfund som vort. Derfor mad matematikundervis-
ningssystemet selv forsgge at tage bestik af signaler, vilkar og omstendigheder i
sine bestreebelser pa at udmgnte dem i rammer og realiseringer af de forskellige
slags matematikundervisning, som findes i samfundet.

Det er her arbejdsgruppens opfattelse, at kompetencetenkningen kan bidrage til
pé en klarere vis end hidtil at artikulere hensigter med, krav til og prioriteringer i
matematikundervisningen, sddan at beslutninger og foranstaltninger kan traffes og
iverksattes pa gennemtenkte og velforstiede mader. Der er i den forbindelse til-
lige grund til at tro, at en del af de ufrugtbare og falske modstillinger, som man kan
treeffe pa i sammenhang med matematikundervisning, kan fjernes eller mindskes
under inddragelse af en sddan tankegang.

2.2.8 h) Hvordan ser fremtidens undervisningsmaterialer i matema-
tik ud?

Arbejdsgruppen har ikke kunnet behandle dette spgrgsmal serligt indgaende. Det
rummer s mange kommunikationsmassige, teknologiske, mediemassige og kom-
mercielle aspekter, at det kalder pa en selvsteendig undersggelse. Noget lader sig
dog sige pa KOM-projektets grundlag.
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Skal de idéer og forslag, som projektet rummer, fgres ud 1 livet, kreves foran-
dringer af mange af de materialer, som er til rddighed for undervisningen. Saledes
egner gengse lerebgger sig kun — ved traditionel brug — til at fremme udviklin-
gen af en begrenset del af de matematiske kompetencer, som fremhaves i dette
projekt, alene fordi de ikke er orienteret mod at operere i disse baner.

Udviklingen af matematiske kompetencer, og af overblik og dgmmekraft vedrg-
rende matematikken som fagomrade, finder sted gennem aktiviteter, der har denne
udvikling som udtrykkeligt sigte. Sddanne aktiviteter forudsetter pa deres side ad-
gang til en righoldig fond af meget forskelligartede undervisningsmidler, som la&-
reren kan betjene sig af til orkestrering af sin undervisning, og som eleverne kan
ga til pa egen hand under udfgrelsen af aktiviteterne.

Pa tekstsiden bliver der tale om leerebogselementer, som leverer en systematisk op-
bygning af teoretisk stof; om aktivitetsbeskrivelser og stimulansmaterialer; tekst-
samlinger af orienterende og fortellende art; faglige artikler om specifikke emner
og problemstillinger; tekstsamlinger, der rummer typer af cases, fx eksempler pa
matematiske modeller, udklip fra aviser, magasiner og tidsskrifter, eller pa Igste
matematiske problemer; opgavesamlinger, der raekker fra rutinegvelser til udfor-
drende rene eller anvendte matematiske problemer; om matematikhistoriebgger,
opslags- og oversigtsvaerker osv.

P4 it-siden bliver der dels tale om adgang til diverse former for databaser, bade
over datasamlinger, fx af statistisk art, og over biblioteker af matematiske objekter,
sasom geometriske figurer og legemer, specielle funktioner og deres egenskaber,
matematiske leksika, adresser pa relevante internetsider af forskelligt indhold; dels
om processeringssoftware, sdsom CAS (Computer Algebra Systems), statistik- og
differentialligningspakker, modelleringsvarktgjer osv. Ogsa dynamisk visualise-
ringssoftware, interaktive medier og prasentationsredskaber osv. vil vere til radig-
hed for fremtidens matematikundervisning. Konkrete materialer af typen klodser,
brikker, pinde, spil, kort, puslespil, snore, udklipspapir, programmerbare robotter,
osv. vil fortsat indgé i det repertoire, matematikundervisningen kan benytte sig af.

Hovedspgrsmalet i denne sammenhzang er, i hvilket omfang sddanne materialer vil
vere til rddighed for den enkelte institution, den enkelte leerer, den enkelte klasse
og den enkelte elev. I en tid hvor det er vanskeligt at skaffe midler til at forsyne
undervisningen med tidssvarende “gammeldags” lerebgger, kan man frygte, at de
nye undervisningsmidler kun vil blive et mindretal til del.

2.2.9 i) Hvordan kan man i Danmark udnytte internationale erfarin-
ger med matematikundervisning?

Ser man pa matematikundervisningen i andre lande, er to forhold karakteristiske.

For det fgrste at der er store forskelle i traditionerne, rammerne, vilkarene og om-
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stendighederne for matematikundervisningen, selv i lande fra vor egen nare kul-
turkreds. Alene de store forskelle i lereruddannelserne og i de organisatoriske ram-
mer for matematikundervisningen inden for fx de nordiske lande springer i gjnene.

For det andet at der, pa trods af disse mange forskelle, er store ligheder i pro-
blemerne, perspektiverne og diskussionerne angdende matematikundervisningen i
forskellige lande. Dette er en fglge, pa den ene side, af falles treek i samfunds-
udviklingen i mange lande, og, pa den anden side, af at der internationalt foregar
en omfattende udveksling af informationer, erfaringer, diskussioner og idéer om
matematikundervisningen, som har sarligt let ved at finde sted pa grund af fa-
gets universelle praeg. Det mangeérige internationale og bilaterale samarbejde om
matematikdidaktik og matematikundervisning, der er under fortsat udbygning pa
mange niveauer, og som bl.a. har fert til et vald af projektsamarbejder og inter-
nationale konferencer af mange slags, har, sammen med iverksattelsen af store
internationale komparative undersggelser som TIMSS og PISA, medvirket til en
globalisering — pa godt og ondt — af matematikundervisningens problemer, doktri-
ner og fremgangsmader (eksempelvis er matematikdelen af OECDs PISA-projekt
sterkt preget af kompetencetenkningen, bl.a. fordi KOM-projektets formand er
medlem af PISAs matematik-ekspertgruppe).

Alt dette betyder, pa den ene side, at der kan drages store fordele af at ggre sig
bekendt med forholdene i andre landes matematikundervisning og med deres pro-
blemer, idéer og lgsningstiltag. Det geelder bade lande i vor egen kulturkreds og
USA og fx asiatiske lande som Japan, Korea og Singapore, hvor der er vesentlige
og udfordrende erfaringer at forsta og forholde sig til. Pa den anden side skal man
vare varsom med at foretage ubekymrede overfgringer af lovende ordninger og
“gode idéer” til danske forhold, netop fordi der er brug for fgrst at klarlegge, hvor-
nar der er tale om nationalt specifikke betingelser og sertraek, som ikke forefindes i
Danmark, og hvornar der er tale om almene anliggender, som med fordel kan sgges
omplantet til danske forhold. Ikke alene kan man lere af andre landes gode idéer,
man kan ogsa lare af deres fejl. Saledes bliver matematikundervisningen interna-
tionalt set et globalt laboratorium, som kan komme dansk matematikundervisning
til gode, safremt laboratoriets resultater granskes med omhu og forsigtighed.

Der er med andre ord gode grunde til for dansk matematikundervisning at holde
sig grundigt, men kritisk orienteret om internationale forhold. For eksempel ville
det vaere vigtigt at treenge til bunds i arsagerne til, at det finske undervisningssy-
stem i langt hgjere grad end det danske er i stand til at udjevne betydningen af
foreldrenes uddannelsesmassige, sociale og gkonomiske baggrund for elevernes
praestationer i PISA2000 (Andersen et al.; 2001; OECD; 2001).

2.2.10 j) Hvordan skal fremtidens matematikundervisning vaere or-
ganiseret?

Dette er i flere henseender et af de stgrste spgrgsmal i forlengelse af KOM-
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projektet. Spgrgsmalet angér jo bade den overordnede organisering af matematik-
undervisningssystemet som helhed, herunder lereruddannelserne, og den “interne”
organisering af matematikundervisningen inden for et givet uddannelsesafsnit, og
— videre — inden for en given undervisningssammenha&ng, fx en klasse eller et hold.

Vi har, som det fremgér af rapporten, i hovedsagen afstaet fra at fremsatte betragt-
ninger og forslag vedrgrende matematikundervisningens struktur, fordi struktur-
spgrgsmal ikke er begrenset til matematikundervisningen alene, men oftest berg-
rer hele sektorer af uddannelsessystemet. Saledes har vi fx ikke beskeaftiget os med
strukturelle eller organisatoriske spgrgsmal i forbindelse med universiteternes ma-
tematikundervisning. Sddanne spgrgsmal kan besvares pa et stort antal forskellige,
men hver for sig velbegrundede, mader, som det ville vere udtryk for futil og ska-
delig harmoniseringsiver at foresla erstattet af et enhedssvar. P4 samme made er vi
ikke gaet ind i en diskussion af det betimelige i, at det eksisterende gymnasiums tre
(eller fire) matematikundervisningsniveauer, A (1 og 3), B og C, har den arbejds-
deling, opdeling og rolle som tilfeldet er. Det er en konsekvens af en overgribende
tankegang i struktureringen af de gymnasiale uddannelsers fag, som i givet fald
matte behandles pa et tilsvarende overgribende niveau. Her har vi imidlertid tilladt
os i en enkelt henseende at ga uden for matematikundervisningens eget territorium,
idet vi finder det vesentligt og derfor foreslar — ogsé af hensyn til matematikun-
dervisningen — at en kommende gymnasiereform fgrer til et “menugymnasium” til
aflgsning af det eksisterende “buffetgymnasium”.

Hvad angér organiseringen af matematikundervisningen inden for et givet uddan-
nelsesafsnit eller i en given sammenh@ng, er det en fglge af de betragtninger,
som er fremlagt i dette projekt, at det vigtigste organisationsprincip er struktu-
reret mangfoldighed. Der er pa den ene side brug for, at matematikundervisningen
betjener sig af et stort antal ganske forskellige undervisningsformer og aktiviteter
til fremme af elevernes udvikling af matematiske kompetencer, og af overblik og
dgmmekraft vedrgrende matematik som fag. Heraf mangfoldigheden. Pa den an-
den side er der brug for, at disse undervisningsformer og aktiviteter kombineres og
seettes i reekkefglge pa en gennemtaenkt og veltilrettelagt made, bade i forhold til
den enkelte “lektion” og i forhold til kortere og l&ngere strek af undervisningen,
op til hele blokke, moduler, semestre, ar, eller hvad der nu matte vere relevant, alt
med det formal at realisere en undervisning, der muligggr opbygningen og udvik-
lingen af matematiske kompetencer, overblik og dgmmekraft. Heraf behovet for
struktur 1 mangfoldigheden.

Hvilke undervisningsformer og aktiviteter, der i denne forbindelse narmere kan
vere tale om, er sa omfattende et spgrgsmal, at vi ma opgive at behandle det her.
P& samme méde som tilfeeldet er med evalueringsredskaber, er der bade brug for
en reorientering, tillempning og udnyttelse af de umadeligt mange kendte under-
visningsformer og aktiviteter, som allerede er i anvendelse i matematikundervis-
ningen, i stgrre eller mindre omfang, og om at udtenke, afprgve og implementere
nye former og aktiviteter.

Dette vil blive en af de vigtigste opgaver, hvis KOM-projektet skal realiseres. Alene
derved bliver det klart, at KOM-projektet fgrst begynder for alvor, nér det er slut.
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Kompetencer som middel til
fagbeskrivelser af matematik
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3 Hvad er opgaven?

3.1 Indledning

Arbejdsgruppens arbejde med at anvende matematiske kompetencer som middel Inspiration fra tidligere arbej-
til fagbeskrivelser af matematik betjener sig i vid udstreekning af tidligere arbej- der

der af arbejdsgruppens formand Mogens Niss (se fx Niss; 1999, 2000), som ogsa,

i kraft af sit medlemskab af OECD/PIS A-projektets ekspertgrupper for matematik

(se fx OECD; 1999), har gvet indflydelse pa dette projekts anvendelse af kompeten-

cer som en central del af arbejdsgrundlaget. Ogsa flere af arbejdsgruppens gvrige

medlemmer har pa hver deres made betjent sig af tilsvarende tankegange i deres

arbejde. Arbejdsgruppen som sadan har imidlertid gennem sit arbejde foretaget en

betydelig videreudbygning og -udvikling af de oprindelige tanker.

3.2 Traditionen

Der er i Danmark tradition for at specificere laeseplanerne i matematik pé et givet Laseplaners tre ingredienser:
undervisningstrin ved hjelp af tre ingredienser: Formdl, pensum og evalue-
ring

a) Formdlet med undervisningen.

b) Pensum, dvs. indholdet af undervisningen forstaet som en eller flere lister
af emner, begreber, teorier, metoder og resultater (eventuelt suppleret med
specifikke faglige mal).

¢) Evaluerings- og eksamensinstrumenter, der bl.a. tjener til at afggre, om ele-
verne har opnaet beherskelse af det fastsatte pensum (eventuelt i forhold til
de faglige mél nevnt under b).

I nogle sammenhange fastsettes formal og mal ferst, mens pensum (og eventuelt
evalueringsinstrumenterne) fastszttes bagefter, siledes at der i pensumbeskrivel-
sen refereres til mal og formal. Ofte er rekkefglgen dog den omvendte, siledes
at pensum fastlegges fgrst, hvorefter formal og mal tilfgjes som en slags forord til
pensumbeskrivelsen. Lidt varierende med undervisningstrin og -form kommer ogsa
formerne for intern (lererstyret) evaluering i anden rakke i forhold til pensumbe-
skrivelser, mens eksamensinstrumenter og -rammer sedvanligvis er givet relativt
uafth@ngigt af leseplanen selv.
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mener spiller en hovedrolle
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Reduktion af faglighed

Vanskeligt at sammenligne
forskellige slags mat.uv.

Svert at karakterisere ni-
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I praksis betyder disse ting, at nar det geelder skrevne leseplaner (bekendtggrelser,
vejledninger, studieordninger osv.), er det pensum som er hovedsagen, mens for-
mal, mal og evaluering spiller en sekunder rolle. Nér det derimod drejer sig om
den daglige virkelighed i undervisningen, spiller evaluering og afsluttende prg-
ver/eksamener en helt afggrende rolle for elevernes aktiviteter og holdninger, men
ogsa i hgj grad for lerernes.

Der kan rejses vigtige indvendinger mod den anfgrte made at beskrive leeseplaner
pa. Man kan bl.a. pege pa fglgende problemer:

* Det er med dette udgangspunkt vanskeligt at klarggre, i almene termer, hvad
matematikundervisning pa et givet trin egentlig gar ud pa, dvs. uden brug af
beskrivelser der gar i ring (“matematikundervisningen pa dette niveau gar ud
pa at leere fglgende matematiske emneomrader”, hvilket ikke raekker afgg-
rende ud over at sige, at matematikundervisningen gér ud pa at leere matema-
tik). Henvisninger til det overordnede formal med matematikundervisningen
hjelper kun til at forklare, hvorfor den (skal) findes, ikke til at ggre rede for
hvad den gar ud p4, i fald det er besluttet, at den skal findes.

* En pensumbaseret fagbeskrivelse fgrer meget let til, at der settes lighedstegn
mellem faglighed og pensumbeherskelse, dvs. viden og ferdigheder knyttet
specifikt til det pagaldende pensum. I betragtning af at alle, der beskzftiger
sig professionelt med matematiktilegnelse, er pa det rene med, at der er langt
mere dybtgdende forhold pa feerde end pensumbeherskelse i den nevnte for-
stand, udggr identifikationen af faglighed og pensumbeherskelse en reduk-
tion af forestillingen om faglighed, som leder til et for lavt ambitionsniveau
for undervisningen.

* Hvis der udelukkende er pensumbaserede fagbeskrivelser til radighed for
karakterisering af matematikundervisningen i en given sammenhang, bli-
ver man ngdvendigvis henvist til alene at foretage sammenligninger mel-
lem pensa, safremt man gnsker at sammenligne matematikundervisningen
pé forskellige steder i uddannelsessystemet. Man fgres altsa ud i at sige, at
forskellen mellem matematikundervisningen i X og i Y er, at i X undervises
i pensum-X bestdende af det og det, mens man i Y undervises i pensum-Y,
som bestar af det og det, og forskellen er, at fglgende elementer indgar i
pensum-X, men ikke i pensum-Y, og vice versa. Atter har vi at ggre med en
sammenligning, der i hovedsagen er overfladisk, og som stort set ikke egner
sig til at indfange de langt vasentligere forskelle, der findes i kompleksitet,
krav til fordybelse osv. For eksempel vil, med et sddant udgangspunkt, to
udgaver af matematikundervisning i ungdomsuddannelserne blive regnet for
&kvivalente, hvis de rummer det samme pensum, mens alle professionelle
ved, at der kan vare en verden til forskel i kravene til indsigt, aktivitet og
fordybelse.

Pa samme made bliver niveauforskelle i matematikundervisningen gjort til et
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pensumanliggende. Saledes anses pensum-X for at vere pa et lavere niveau
end pensum-Y, hvis alle elementerne i pensum-X enten indgér i pensum-Y
eller danner en begrebslogisk forudsetning for pensum-Y. Igen ved enhver
der har med sagen at ggre, at et sddant niveaubegreb kan vere aldeles mis-
visende. Selv om fx de naturlige tal kan siges at udggre en begrebslogisk
foruds®tning for de rationale tal, er det nemt at beskrive undervisning i de
to talomrader, hvor den, der angér de naturlige tal, er pa et umadeligt hgjere
niveau end den, som vedrgrer de rationale tal.

3.3 Opgaven

P4 denne baggrund kan vi stille os fglgende opgave: Vi gnsker at finde et overord-
net middel til at beskrive leseplaner for faget matematik, som kan bidrage til pa
adzkvat vis, og pa et grundlag der er falles for stgrstedelen af uddannelsessystemet

« at fastleegge og karakterisere, uden at ga i ring, hvad det vil sige at beher-
ske (dvs. kende, forsta, udfgre og anvende) matematik, bade i sig selv og
i forskellige sammenhange, uden reference til et bestemt matematisk stof,
specielt et bestemt pensum;

* at beskrive udvikling og progression i matematikundervisning og -tilegnelse
bade inden for en given l@seplan og imellem forskellige l&seplaner;

* at karakterisere forskellige niveauer af fagbeherskelse for dermed at kunne
beskrive udvikling og progression i den enkelte elevs tilegnelse af matema-
tik;

* at sammenligne forskellige matematikleseplaner og forskellige slags ma-
tematikundervisning pa parallelle eller forskellige undervisningstrin, pa en
méade der raekker vaesentligt ud over sammenligning af pensa.

I fald denne opgave kan lIgses, vil vi utvivisomt fa bedre muligheder, end vi har for
nervaerende, for med folk uden for matematikundervisningsverdenen at diskutere
matematikundervisningens begrundelsesproblem, dvs. hvem der pa hvilke under-
visningstrin bgr beherske matematik pa hvilket niveau og hvorfor.

Det er vores opfattelse, at begrebet matematiske kompetencer kan vere til hjelp
med lgsningen af den nevnte opgave.

Vi sgger et overordnet, felles
middel til l@seplansbeskri-
velse

Kompetencer som et sadant
middel
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4 En kompetencebeskrivelse af
matematisk faglighed

“Man burde spgrge hvem der ved rigtigst, ikke hvem der ved mest.”!

4.1 Indledning

En person besidder kompetence inden for et omréde, hvis han eller hun faktisk er
i stand til at begé sig med gennemslagskraft, overblik, sikkerhed og dgmmekraft
inden for det pageldende omrade. Blandt de flere forskellige betydninger som be-
grebet kompetence har, velges i denne sammenh&ng betydningen ekspertise, og
altsa ikke den anden udbredte betydning autorisation.

Omsat til matematik betyder dette, at matematisk kompetence bestar i at have viden
om, at forstd, udgve, anvende, og kunne tage stilling til matematik og matematik-
virksomhed i en mangfoldighed af sammenh&nge, hvori matematik indgér eller
kan komme til at indga. Dette implicerer naturligvis en mangfoldighed af konkret
viden og konkrete feerdigheder inden for diverse matematiske omrader, men mate-
matisk kompetence kan ikke, jf. det foregaende, reduceres til disse forudsatninger.

Hvad er sd en matematisk kompetence? Det er en selvstendig, rimeligt afgraeenset
hovedkomponent i matematisk kompetence som netop beskrevet. Man kan ogsa
sige, at en matematisk kompetence er indsigtsfuld parathed til at handle hensigts-
meessigt i situationer, som rummer en bestemt slags matematiske udfordringer. At
sddanne kompetencer er selvstendige og rimeligt velafgrensede, betyder ikke, at
forskellige kompetencer er uden forbindelse med hinanden eller skarpt afgreensede
uden overlap. Man kan tenke pa en kompetence som et “knudepunkt” i en “klynge”
af ting, der er ophobet ne@r midten og udtyndes ud imod randen, og som varende
til dels sammenvaevede med forskellige andre klynger. Dette betyder ogsa, at en
kompetence i almindelighed ikke kan erhverves eller besiddes i isolation fra andre
kompetencer.

"Montaigne: Om pedagogik, Essays, 1. bog, kapitel 25.
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4.1.1 Om karakteristikken

Vi er ndet frem til, at vi med fordel kan udpege otte centrale matematiske kom-
petencer. De behandles indgdende i de fglgende afsnit. Kompetencerne er som
anfert indbyrdes forbundne, men har ikke desto mindre hver sin identitet. Ingen
kompetence kan reduceres til de gvrige kompetencer. Holdes alle de ovennavnte
forbehold for gje, kan det vaere nyttigt at teenke pa de otte kompetencer som udgg-
rende et st af velafgrensede dimensioner, som tilsammen udsp@nder matematisk
kompetence. Det ligger i sagens natur, at det er umuligt at levere en videnskabelig
dokumentation af, at det bade teoretisk og empirisk forholder sig sddan. Snarere er
der tale om en pragmatisk pastand om, at disse kompetencer tilsammen udspzn-
der og indfanger det vasentlige i matematisk kompetence. Om denne pastand kan
opretholdes i praksis afggres fgrst og fremmest af, hvordan den str sin prgve i
afklarende overvejelser og i konkret brug.

I den nedenstaende karakterisering af den enkelte kompetence bruges sommetider
ordet “evne”. Det er vigtigt at sla fast, at dette blot er en sproglig substantivering af
“det at kunne”, og ingenlunde en psykologisk term der tenkes at referere til faste
treek ved en persons mentale udstyr.

Ud over selve kompetencerne opererer vi med tre slags overblik og dgmmekraft
vedrgrende matematik som fagomrade. Som det vil fremga af omtalen af dem, er
de vigtige for opbygningen af en indsigt i matematikkens karakter og rolle i verden,
og en sadan indsigt fglger ikke automatisk af besiddelse af de otte kompetencer.

4.1.2 To grupper af kompetencer

Som antydet ovenfor, bestar hver af kompetencerne i at veere i stand til, pa grund-
lag af konkret viden og konkrete feerdigheder (som i almindelighed ikke er omtalt
i selve kompetencekarakteristikkerne), at udgve bestemte typer af matematiske ak-
tiviteter. De otte kompetencer er inddelt i to grupper, som kan kaldes at kunne
sporge og svare i og med matematik, som rummer de fgrste fire kompetencer, og
at kunne handtere matematikkens sprog og redskaber, som udggres af de fire reste-
rende kompetencer.

En visuel repraesentation som i figur 4.1 kan, hvis den ikke overfortolkes, stgtte
forstaelsen af kompetencerne, savel som muligheden for at huske dem.

Nar vi opererer med to grupper af kompetencer skyldes det hovedsagelig fremstil-
lingsmessige hensyn. Set fra et passende overordnet synspunkt kan evnen til at
gebaerde sig i og med matematik siges at bestd i netop disse to kapaciteter eller
“overkompetencer”, som sa hver for sig ved ngjere konkretisering rummer et sat
specifikke kompetencer.
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At spgrge og svare i,
med, om matematik

At omgés sprog og
redskaber i matematik

Figur 4.1 En visuel reprasentation af de otte matematiske kompetencer.

Nearmere bestemt gar det at kunne spgrge og svare i og med matematik ud pa, for- Ingredienserne i at kunne
enklet sagt, (a) at kunne stille sidanne spgrgsmél og have blik for typen af svar, sporge ogsvare

som kan opnds (tankegangskompetence), (b) at veere i stand til selv at svare pa

sddanne spgrgsmal, bade i og med matematik (henholdsvis problembehandlings-

kompetence og modelleringskompetence), samt (c) at kunne forstd, bedgmme og



Ingredienserne i at kunne
handtere sprog og redskaber

Opdelingen ma ikke overfor-
tolkes
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frembringe argumenter for svar pa matematiske spgrgsmal (resonnementskompe-
tence).

Tilsvarende gar det at kunne handtere matematikkens sprog og redskaber ud pa (a)
at veere i stand til at omgas forskellige reprasentationer af matematiske sagsforhold
(repraesentationskompetence), (b) at kunne handtere de sarlige repraesentationer
som udggres af matematisk symbolsprog og formalisme (symbol- og formalisme-
kompetence), (c) at kunne kommunikere i, med og om matematik (kommunika-
tionskompetence), samt (d) at kunne betjene sig af og forholde sig til diverse tek-
niske hjelpemidler for matematisk virksomhed (hjelpemiddelkompetence). Det er
disse otte kompetencer som karakteriseres nermere nedenfor.

Opdelingen af kompetencerne i to grupper skal imidlertid ikke overfortolkes der-
hen, at to kompetencer fra hver sin gruppe er mindre forbundne end to kompetencer
fra den samme gruppe. Anlegges andre synsvinkler end den valgte opdeling, kan
der veare lige sa tet forbindelse mellem to kompetencer fra hver sin gruppe. For
eksempel er besiddelsen af symbol- og formalismekompetence oftest en afggrende
forudsatning for at kunne svare pa spgrgsmal, dvs. for at besidde problembehand-
lingskompetence.

Det indtryk, som figur 4.1 méske kunne give af kompetencerne som tilhgrende to
adskilte sider af matematisk faglighed, er siledes et eksempel pa overfortolkning
af denne figur. Alle de otte kompetencer “bidrager” saledes direkte eller indirekte
til besiddelsen af de to “overkompetencer”, hvilket vi har forsggt at visualisere i
figur 4.2.

Representations-
ompetence

Tankegangs-
kompetence

Problem- j i -
behandlings- i zgrlrll)ggtlé(riggl
kompetence

At spgrge og svare At handtere
i, med og om matematikkens
matematik sprog og redskaber

Kommunikations-

Modellerings-
kompetence

kompetence

Symbol- og
formalisme-
kompetence

Rasonnements-
kompetence

Figur 4.2 En visuel fremstilling af at de matematiske kompetencer alle “bidrager” til
begge “overkompetencer”.
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Til beskrivelse af den enkelte kompetence er der nedenfor anfgrt en rekke aspekter
og komponenter, som indgar i den. Det er ikke tanken, at disse aspekter og kom-
ponenter skal opfattes som en reekke delkompetencer, som kan selvstendigggres.
De tjener alene det formal at uddybe, hvad kompetencen géar ud pa. Det samme
gazlder i endnu hgjere grad de anfgrte eksempler, som har til opgave at illustrere
punkterne. I den forbindelse er der flest eksempler anfgrt ved kompetencer, som
maske ikke er helt selvforklarende.

4.2 At kunne spgrge og svare i og med matematik

4.2.1 Tankegangskompetence — at kunne udgve matematisk tanke-
gang

Karakteristik

Denne kompetence bestar for det fgrste i at veere klar over, hvilke slags spgrgsmal
som er karakteristiske for matematik, i selv at kunne stille sddanne spgrgsmadl, og
i at have blik for hvilke typer af svar som kan forventes. Af sa@rlig vigtighed er
her matematikkens efterstrebelse af ngdvendige og tilstreekkelige betingelser for
et objekts besiddelse af en given egenskab.

Den bestar tillige i at kende, forstd og hdndtere givne matematiske begrebers reek-
kevidde (og begrensning) og deres forankring i diverse domener, i at kunne udvide
et begreb ved abstraktion af egenskaber i begrebet, i at kunne forstd hvad der ligger
i generalisering af matematiske resultater, og selv at kunne generalisere sadanne
til at omfatte en stgrre klasse af objekter.

Denne kompetence omfatter ogsa det at kunne skelne, bade passivt og aktivt,
mellem forskellige slags matematiske udsagn og pastande, herunder “betingede
udsagn”, “definitioner”, “satninger”, ‘“fenomenologiske pastande” om enkelttil-
feelde, og “formodninger” baseret pa intuition eller erfaringer med specialtilfzlde.
Af serlig betydning er her forstaelsen af den rolle eksplicitte eller implicitte “kvan-

torer” spiller i matematiske udsagn, ikke mindst nér de kombineres.

Kommentar

Kernen i det, som bergres af denne kompetence, er selve arten af matematiske
spgrgsmél og svar. Det er derimod ikke det faktiske sagsforhold i spgrgsmélene
eller svarene, fremgangsmader til at erhverve svarene, eller korrektheden af mulige
svar, der er pa dagsordenen her. Fremgangsmaderne til erhvervelse af svar er en
hovedsag i den nedenn@vnte problembehandlingskompetence, mens korrektheden
af svar star centralt i den sdkaldte reesonnementskompetence.

Aspekter af komp. er ikke
delkomp.

Arten af spgrgsmal og svar

Begrebers rekkevidde

Forskellige slags mat. udsagn

Ikke substansen af spgrgsmal
og svar, men deres karakter,
som star i centrum



Karakteristiske spgrgsmal

Karakteristiske svar
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Der kan méske vere grund til at understrege, at der i denne sammenhang forst og
fremmest tenkes pa spgrgsmal og anliggender af egentlig matematisk art, ogsa selv
om de matte vere udsprunget af forhold uden for matematikken selv, fra omverde-
nen eller fra andre fagomrader. Evnen til at udsztte sddanne udenomsmatematiske
forhold for matematisk behandling er en selvstendig kompetence, som behandles
nedenfor under modelleringskompetence.

Eksemplificering

Karakteristiske spgrgsmal i matematik har ofte en prototypisk skikkelse a la, “Fin-
des der...?”, “Hvor mange. .. ?”, “Kan det tenkes at...?”, “Er pastanden ngdven-
dig eller tilstreekkelig, eller begge dele?”, “Kan man slekke pa de gjorte forudset-
ninger uden at @ndre konklusionen?”’

Svarene kan typisk have formen “Ja, fordi...”, “Nej, fordi...”, “Pastanden er ngd-
vendig, men ikke tilstrekkelig, som fglgende eksempel viser...”, “Det athenger
af situationen, idet...”, “Det er et abent spgrgsmal...”, “Hvis...sa...”, “Der gal-

der...hvis og kun hvis...”.

Konkrete illustrationer af karakteristiske spgrgsmdl og svar, hentet fra forskellige
undervisningstrin, kunne fx vere:

A: “Pa hvor mange forskellige méder kan man udtrykke tallet 3 som differens
mellem to naturlige tal?”

B: “Uendeligt mange”.

A: “Hvis man spillede skak pa et braet med 11- 11 felter, ville der s& ogsa vare
lige mange sorte og hvide felter, ligesom pa et normalt skakbraet?”

B: “Nej, for det samlede antal felter er ulige”.

A: “Er det sandt, at man blandt rektanglerne med et bestemt areal kan opna
vilkarligt store omkredse?”

B: “Ja”.

>

“Er det ogsa sandt, at man blandt rektanglerne med en bestemt omkreds kan
opna vilkarligt store arealer?”

“Nej. Det stgrste areal fas ved et kvadrat med den givne omkreds”.

“Hvor mange forskellige reekker kan man egentlig udfylde pa en tipskupon?”

“313”

> @ or

“Er verdimengden for et tredjegradspolynomium altid hele m@ngden af re-
elle tal?”
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6£Ja”‘
“Gelder det samme for alle polynomier?”
“Nej, ikke for dem af lige grad”.

“Findes der overhovedet nogen polynomier som har asymptoter?”

w » ¥ 2z U

“Ja, men kun f@grstegradspolynomier (hvis grafer jo selv er asymptoter); bort-
set fra dem har ingen andre polynomier asymptoter”.

“Er 0,99999... ikke det sidste tal fgr 1?”
“Nej, 0,99999... er lig med 1”.

“Hvilke firkanter har omskrevne cirkler?”’

v x> % 2

“Det er ikke s let at svare pa uden videre. Et definitivt svar kraever en lidt
leengere udredning”.

>

“Kan man Igse den trigonometriske ligning sinx = a?”

B: “Det ath®nger dels af hvad a er, dels af hvad man mener med ‘at Igse’. Hvis
a ligger i det afsluttede interval fra —1 til 1, kan man angive tilneermede
lgsninger med en vilkérlig ngjagtighed, men for de fleste verdier af a kan
man ikke angive en eksakt lgsning alene ved hjelp af brgk- eller rodudtryk.”

4.2.2 Problembehandlingskompetence — at kunne formulere og lgse
matematiske problemer

Karakteristik

Denne kompetence bestar dels i at kunne opstille, dvs. detektere, formulere, af-
grense og precisere forskellige slags matematiske problemer, “rene” savel som
“anvendte”, “adbne” savel som “lukkede”, dels i at kunne lgse sddanne matematiske
problemer i ferdigformuleret form, egnes savel som andres, og, om forngdent eller

gnskeligt, pa forskellige mader.

Kommentar

Et (formuleret) matematisk problem er et serlig type matematisk spgrgsmal, nem-
lig ét hvor en matematisk undersggelse er ngdvendig for besvarelsen. Sadan set
kunne ogsa spgrgsmal, som kan besvares alene ved hjelp af (fa) specifikke ruti-
neoperationer, falde ind under begrebet “problem”. Sadanne spgrgsmaél, som for
den der skal lgse dem, kan besvares ved aktivering af rutineferdigheder, henregner
vi imidlertid ikke under matematiske problemer i denne forbindelse. Derved bliver

Opstille og lgse problemer

Begrebet “problem” er rela-
tivt
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begrebet “matematisk problem” ikke absolut, men relativt til den person som stilles
over for det. Det, som for én person kan vere en rutineopgave, kan for en anden
vare et problem, og omvendt.

Ikke ethvert matematisk spgrgsmal opstiller et matematisk problem. For eksem-
pel er “Hvad betyder det, nar der stir 0 i 406?” ikke et problem som kraver en
matematisk undersggelse, men er et spgrgsmal til matematisk begrebsforstaelse og
sprogbrug. Men da mange spgrgsmal faktisk opstiller et problem, er det at kunne
formulere matematiske problemer intimt forbundet med det at kunne stille mate-
matiske spgrgsmél og have blik for typer af svar pa dem, jf. tankegangskompeten-
cen. Men de to kompetencer er altsa ikke sammenfaldende. Det at kunne Igse et
matematisk problem indgar ikke i tankegangkompetencen. Omvendt indgér fx tan-
kegangskompetencens skelnen mellem definitioner og s®tninger ikke i sig selv i
problembehandlingskompetencen, om end denne skelnen i praksis kan vare en
vigtig forudsatning for denne kompetence.

Gransen mellem behandlingen af anvendte matematiske problemer og aktiv ma-
tematisk modelbygning er flydende. Jo mere det er ngdvendigt at tage specifikke
trek ved de elementer der indgér i problemstillingen i betragtning, jo mere er der
tale om modelbygning.

Det at kunne detektere og formulere matematiske problemer og det at kunne Igse
ferdigformulerede matematiske problemer er ikke det samme. Det er meget vel
muligt at kunne formulere matematiske problemer uden at vare i stand til at Igse
dem. Man kan endda opstille problemer alene med et elementart begrebsapparat,
uden at en Igsning overhovedet kan skabes med dette begrebsapparat. Tilsvarende
er det muligt at veere en dygtig problemlgser uden at vare god til at finde og for-
mulere matematiske problemer.

Eksemplificering

I betragtning af hvor centralt problemopstilling, problemformulering og problem-
Igsning er i matematisk virksomhed pa ethvert trin, kan der gives endelgst mange
eksempler pa problemer og deres lgsning. Eftersom problemlgsning ofte er en
kompliceret og langstrakt affere, er der granser for, hvor detaljerede eksempler
vi kan give her. Nogle fa eksempler ma rekke.

A: “Kan man fa en trekant ud af tre vilkérlige sidelengder?”

B: “Nej. Har vi fx sidelengderne 3, 5, og 10 og starter med at placere de to
korte sider ved hver deres endepunkt af den lange side, vil de to korte sider
ikke kunne né hinanden. Der dannes derfor ingen trekant.”

A: “Er der lige mange sorte og hvide felter pa et seedvanligt skakbraet?”

B: “Ja, for i hver reekke er der fire sorte og fire hvide”.
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A: “Hvis man kun havde mgnter med vardierne 3 og 5, hvilke belgb kunne man
sa betale med disse mgnter?”

B: “Abenbart kan der kun blive tale om heltallige belgb. Blandt dem kan man
oplagt ikke betale belgbene 1, 2, 4 og 7. Men alle stgrre heltalsbelgb kan
rammes. Lad os fgrst konstatere, at 6 kan nds med to 3-mgnter, 8 med én af
hver af mgnterne, 9 med tre 3-mgnter, og 10 med to 5-mgnter. Kan vi indse,
at alle belgb mellem 10 og 14 kan nas, er vi feerdige, for s kan vi na ethvert
stgrre belgb pa fglgende made:

Ethvert naturligt tal, , har en entydigt bestemt rest blandt tallene 0, 1, 2, 3, 4
ved division med 5. Det betyder, at der hvis n er mindst 15, findes pracis ét
helt tal p > 2 og én rest r blandt 0, 1, 2, 3, 4, s at n = 5p + r. Foretager vi nu
omskrivningen n = 5(p—2) + 10+ r, vil p—2 veere et positivt helt tal, mens
10+ r er et helt tal fra og med 10 til og med 14. Eftersom belgbet 5(p —2)
kan betales med 5-stykker (p — 2 stks), og belgbet 10+ r falder inden for det
fremhavede omrade og dermed pr. forudsatning ogséa kan betales med 3- og
5-mgnterne, kan ogsé alle belgb fra og med 15 betales med disse mgnter.

At belgbene 11, 12, 13 og 14 kan nés, ses ved simpel inspektion (11 = 2-
3+5,12=4-3,13=342-5,14=3-3+5). Hermed er problemet 1gst.”

A: “Hvis man skal udskere og rulle et stykke karton, sa det fremstiller en skrat
afskaret cirkuler cylinder, som i Planetariet i Kgbenhavn, hvilken randkurve
skal man sa valge i kartonets ene ende?”

B: “Lad os antage at den ferdige cylinder har radius r, og at det laveste punkt
pé det plane, skrd “tag” skal have afstanden m fra grundplanen, og det hg-
jeste afstanden M. Lad os derefter indlegge et tredimensionalt koordinatsy-
stem i cylinderen, sddan at bade tagets lavpunkt og dets hgjdepunkt ligger i
xz-planen og har koordinaterne hhv. (r,0,m) og (—r,0,M), og sadan at cy-
linderens akse er z-aksen.

Sa vil aksens skeeringspunkt med taget have koordinaterne (0,0, (m + M)/2),
mens (M —m,0,2r) vil vere en normalvektor til tagplanen. Reprasenterer
vi det typiske punkt pa skeringskurven mellem cylinderen og taget ved ko-
ordinaterne (rcost,rsint,h(t)),t € [0,2n[, er det essentielt hgjdefunktionen
h, som skal bestemmes. Det sker ved at forlange, at vektoren fra cylinderak-
sens skaringspunkt med taget til punktet pa randkurven er vinkelret pa den
valgte normalvektor til tagplanen, dvs.

M
(rcost,rsint,h(t) - %) (M —m,0,2r) =0,
altsa

(M —m)rcost +2rh(t) —r(m+M) =0.
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Heraf kan vi bestemme A:

m+M M-—m
) =—F—""73

cost , t€[0,2mn[.

Foretreekker vi at parametrisere hgjden som funktion af buelengden s (sva-
rende til den underste side pa kartonstykket), fremfor som funktion af drej-
ningsvinklen 7, har vi (s = rt) sluttelig
_m+M M-m
2 2

Hermed er opgaven Igst.”

H(s) = h(s/r)

cos(s/r), s€[0,2mr].

4.2.3 Modelleringskompetence — at kunne analysere og bygge mate-
matiske modeller vedrgrende andre felter

Karakteristik

Denne kompetence bestar pa den ene side i at kunne analysere grundlaget for og
egenskaberne ved foreliggende modeller og at kunne bedgmme deres rekkevidde
og holdbarhed. Hertil hgrer at kunne “afimatematisere” (trek ved) foreliggende ma-
tematiske modeller, dvs. at kunne atkode og fortolke modelelementer og -resultater
i forhold til det felt eller den situation som er modelleret. P4 den anden side bestér
kompetencen i at kunne udfgre aktiv modelbygning i en given sammenhang, dvs.
at bringe matematik i spil og anvendelse til behandling af anliggender uden for
matematikken selv.

Aktiv modelbygning indeholder en raekke forskellige elementer. Fgrst at kunne
strukturere det felt eller den situation der skal modelleres. Dernast at kunne gen-
nemfgre en matematisering heraf, dvs. en oversattelse af objekter, relationer, pro-
blemstillinger m.v. til et omrade af matematikken, resulterende i en matematisk
model. At kunne behandle den opstiede model, herunder Igse de matematiske pro-
blemer den matte give anledning til, samt at kunne validere den ferdige model,
dvs. bedgmme dens holdbarhed béde internt (i forhold til modellens matematiske
egenskaber) og eksternt (dvs. i forhold til det felt og den situation modellen om-
handler). Der indgér tillige at kunne analysere modellen kritisk, bade i forhold til
dens egen brugbarhed og relevans og i forhold til mulige alternative modeller, og
at kunne kommunikere med andre om modellen og dens resultater. Endelig ind-
gar det i aktiv modelbygning at have overblik over og kunne styre den samlede
modelleringsproces.

Kommentar

Selv om der principielt set er tale om matematisk modeldannelse, hver gang ma-
tematikken bringes i anvendelse uden for dens eget omrade, vil vi her kun bruge
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ordene model og modelbygning i tilfeelde, hvor der optreder en ikke-selvfglgelig
tilskering af den modellerede situation, som indeberer beslutninger, antagelser,
indsamling af oplysninger og data m.v.

Behandling af matematikholdige problemstillinger, som ikke for alvor krever be-
arbejdning af de virkelighedselementer, der optreder, henhgrer under den oven-
for omtalte problembehandlingskompetence. De trek af modelleringskompeten-
cen, som koncentrerer sig om selve modelbehandlingen, er tet forbundet med
den ovennavnte problembehandlingskompetence. Men derudover indgar der i mo-
delleringskompetencen mange elementer, som ikke primert er af matematisk art,
fx viden om udenomsmatematiske kendsgerninger og betragtninger, samt beslut-
ninger vedrgrende modelleringens formal, hensigtsmassighed, relevans for stillede
spgrgsmal osv.

Eksemplificering
Nar det geelder analysen af foreliggende (eller foreslaede) modeller, kan man fx

* betragte en model, der opererer med eksponentiel vaekst af verdens befolk-
ning i perioden 1900 — 2000 og sammenholde den med tilgengelige befolk-
ningsdata.

e undersgge den preskriptive body-mass-index model (BMI = vagt
[kg]/(hgjde)> [m?]) for undervagt, normalvagt, overvaegt og fedme af men-
nesker.

Hvad angéar aktiv modelbygning, kan man fx opstille en model til behandling af
udfordringer som de nedenstaende. I alle tilfeelde er det ngdvendigt at foretage af-
grensninger, ggre antagelser, eller indhente data for at behandlingen kan foretages.

* En undersggelse af hvordan grundplanen for et hus kan se ud, hvis dets areal
skal vare 120 m?.

* En undersggelse af hvor dyrt det er at tale i mobiltelefon.

* “Hvad er den effektive beskatning af en krone tjent af en Ignmodtager, hvis
der ogsa tages hensyn til moms, afgifter m.m.?”

¢ En bestemmelse af den optimale form pa en konservesdase.

* En vurdering af hvor stor en del af energiforbruget i Danmark der kan dak-
kes af vindmgller, og hvor mange mgller det ville give anledning til.

* “Hvordan udvikler antallet af AIDS-tilfzelde i Danmark sig?”

* “Er det muligt, at gennemsnitsalderen i en befolkning er 35 ar samtidig med
at mindst 40% af befolkningen er 60 eller derover?”

Inddragelse af den modelle-
rede situation

Afgrensning til problembe-
handlingskomp.

Modelanalyse

Modelbygning
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4.2.4 Reasonnementskompetence — at kunne raesonnere matematisk
Karakteristik

Denne kompetence bestar pa den ene side i at kunne fplge og bedgmme et mate-
matisk reesonnement, dvs. en kade af argumenter fremsat af andre pa skrift eller
i tale til stgtte for en pastand, specielt at vide og forstd hvad et matematisk bevis
er, og hvordan det adskiller sig fra andre former for matematiske resonnementer,
fx heuristiske reesonnementer hvilende pé intuition eller pa betragtning af special-
tilfeelde, og at kunne afggre hvornar et matematisk reesonnement faktisk udger et
bevis, og hvornar ikke. Heri indgar at forsta den logiske betydning af et modek-
sempel. Det indgér tillige i kompetencen at kunne afdekke de beerende idéer i et
matematisk bevis, herunder skelne mellem hovedpunkter og detaljer, mellem idéer
og teknikaliteter.

Pé den anden side bestar kompetencen i at kunne udtenke og gennemfpre infor-
melle og formelle reesonnementer (pa basis af intuition), herunder omforme heuri-
stiske r&sonnementer til egentlige (gyldige) beviser.

Kommentar

Af mange betragtes matematisk bevisfgrelse, men ogsd matematisk raeesonneren i
almindelighed, som en sag, der fgrst og fremmest angér retfeerdigggrelsen af ma-
tematiske s@tninger, endda ofte i form af ren og skar gengivelse af feerdige be-
viser. R@sonnementskompetencen omfatter ogsa dette, men gar videre, idet den
kommer i spil overalt, nar det geelder om at bedgmme holdbarheden af matemati-
ske pastande, inklusive at overbevise sig selv eller andre om den eventuelle gyl-
dighed af siddanne. Det kan dreje sig bade om reglers og s@tningers rigtighed,
men ogsa om godtggrelsen af, at givne svar pa spgrgsmal, opgaver, eller proble-
mer er korrekte og fyldestggrende. Ved saledes ogsé at omhandle retfeerdigggrel-
sen af svar og Igsninger, er resonnementskompetencen intimt forbundet med béade
problembehandlings- og modelleringskompetencerne. Den udggr s at sige disses
“juridiske” side.

I princippet kunne ogsé evnen til at gennemfgre rene rutineoperationer, fx udreg-
ninger, siges at falde ind under r&esonnementskompetencen, eftersom der jo er tale
om at retferdigggre et regneresultat. Hvad der for en person er en rutineoperation,
kan for en anden vere et uoverstigeligt problem. Selve udfgrelsen af sidanne ope-
rationer henregnes imidlertid under den nedenfor omtalte symbol- og formalisme-
kompetence, mens det at aktivere operationerne kan hgre ind under r&sonnements-
kompetencen, hvis denne aktivering stiller krav til opfindsomhed, analyseevne eller
overblik.
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Eksemplificering

Som eksempler pa det at fplge og bedgmme et matematisk reesonnement kan naev-
nes:

A: “Nar man kvadrerer et tal, bliver resultatet altid stgrre. Det geelder jo for alle
de uendeligt mange hele tal, og s ma det ogsa gelde for alle andre tal.”

B: “Nej, pastanden er for det fgrste forkert, idet fx (%)2 = le < % For det an-
det kan man ikke overfgre alle egenskaberne ved mangden af hele tal til
egenskaber ved en mere omfattende talmangde, fx de rationale tal.”

A: “Ethvert ulige tal er sammensat. Thi hvis 7 er ulige, er n = ((n+1)/2)* —
((n—1)/2)?, hvor bade (n+1)/2 =k og (n—1)/2 = m er hele tal (da n er
ulige). Men eftersom k*> —m? = (k —m)(k+m) er n sammensat.”

B: “Resonnementet er forkert, fordi k —m = 1, sa der pastas blot at n = 1-n,
hvilket ikke ggr n til et sammensat tal.”.

« Beviset for irrationalitet af /2.

Til illustration af hvad det kan betyde at vide og forstd, hvad et bevis (ikke) er, kan
vi anfgre fglgende bevisforslag:

A: “Hvis f har greenseverdien b for x gdende mod a, og g har greensevardien ¢
for y gdende mod b, ma den sammensatte funktion go f have grensevardien
¢, nar x gar mod a. For nér x gar mod a, vil jo pr. forudsetning f(x) g mod
b, hvilket videre pr. forudseatning om g fgrer til, at g(f(x)) gar mod c, hvilket
netop var pastanden.”

B: “Dette er ikke et holdbart bevis, for handteringen af grensevaerdibegrebet er
for Igs og uskarp. Faktisk er den péstand, der ‘bevises’, forkert, med mindre
g opfylder yderligere foruds@tninger. Problemet er, at verdimengden for f
kan veere indeholdt i en del af definitionsmangden for g pa en sidan made,
at den sammensatte funktion ikke kan nerme sig c. Som fx med f og g
defineret ved f(x) = 0 for alle x , og g(0) = 1, men g(y) = 0 ellers. Sa vil
med a =0, f(x) gd mod b =0 for x gdende mod a. Desuden vil g(y) ga
mod ¢ = 0 for y gdende mod b(= 0). Men g(f(x)) = 1 for alle x. Det galder
derfor ikke, at g o f har greensevardien ¢(= 0) for x gdende mod a.”

Afdekning af de beerende idéer i et (korrekt) bevis kan illustreres saledes:
* “Gauss’ bevis for at 1 +2+...+n =n(n+ 1)/2 hviler pa den idé, at man

kan bestemme summen ved hj®lp af en ligning. Ved at legge tallet n+ ...+
2+ 1 til venstresiden fas dels den sggte sum to gange, dels n parenteser hver

Fglge og bedgmme rasonne-
menter

Forsta hvad et bevis (ikke) er

Afdxkke de berende ideer i
et bevis
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bestaende af to tal, hvis sum er n+ 1. At udnytte dette til at udtrykke summen
er derefter teknik (multiplikation af » med n + 1 efterfulgt af lgsning af en
enkel ligning).

Dette bevis har en fordel fremfor et seedvanligt induktionsbevis, som har den
svaghed, at det forudsetter et bud pa summen, hvilket ikke er pakravet i
Gauss’ bevis, som faktisk bestemmer summen.”

Endelig kan selvsteendig bevisfprelse, fra heuristik til formelt bevis, illustreres med
felgende eksempel:

e “7 ma vere den hyppigst foreckommende sum af gjnene i et kast med to
terninger, fordi 7 er det tal blandt de mulige summer som kan opnés pa flest
maéader. Det kan vi nermere pracisere fx sdledes: Hvis de to terningers udfald
antages indbyrdes uathengige, bestar det samlede st af lige sandsynlige ud-
fald af 36 kombinationer af gjne, idet hver terning kan udvise 6 forskellige
resultater. Dette kan illustreres af et kvadratisk skema. Af disse 36 kombi-
nationer opstar summen 7 pa netop 6 mader, nemlig ved 1 4+6, 245, 3+ 4,
443,542,641 (det fgrste tal i hver sum er antallet af gjne pa den fgrste
terning; tilsvarende med det andet). Det svarer netop til antallet af mader,
hvorpa 7 kan spaltes som sum af to naturlige tal. Ingen af de gvrige mulige
summer kan fas pa s mange som 6 mader. For summer under 7, fordi an-
tallet af spaltninger Abenbart er mindre end antallet af spaltninger af 7. For
summer fra og med 8 til og med 12, fordi kun nogle af spaltningerne svarer
til terningkast, nemlig 2+ 6, 345, 4+4, 543, 6 + 2 for 8’s vedkommende
og sa fremdeles, til og med 12, som kun kan realiseres som 6 +6.”

Man kunne ogsa navne en reparation af forudstningerne og argumenterne i oven-
stdende “bevis” vedrgrende sammensatte funktioner. Hvis fx g forudsettes at vare
kontinuert i b, er pastanden korrekt, og bevisskitsen kan udbygges og praciseres
til et korrekt bevis.

4.3 At kunne handtere matematikkens sprog og redska-
ber

4.3.1 Reprasentationskompetence — at kunne handtere forskellige re-
praesentationer af matematiske sagsforhold

Karakteristik

Denne kompetence bestar dels i at kunne forsta (dvs. afkode, fortolke og skelne
mellem) og betjene sig af forskellige slags representationer af matematiske objek-
ter, fanomener, problemer eller situationer (herunder symbolske, specielt algebrai-
ske, visuelle, geometriske, grafiske, diagrammatiske, tabelmassige eller verbale re-
praesentationer, men ogsa konkrete reprasentationer ved materielle objekter), dels
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i at kunne forsta de indbyrdes forbindelser mellem forskellige reprasentationsfor-
mer for det samme sagsforhold og have kendskab til deres styrker og svagheder,
herunder informationstab og -tilvakst, dels i at kunne velge blandt og overseette
imellem forskellige representationsformer for et givet sagsforhold, alt efter situa-
tion og formal.

Kommentar

Af serlig betydning i matematik er symbolske repraesentationer. Derfor er der
en ner forbindelse mellem den foreliggende kompetence og den efterfglgende
symbol- og formalismekompetence, som bl.a. fokuserer pa “spillereglerne” for
omgangen med matematiske symboler, men ogsa omhandler sider af matematisk
formalisme som ikke er knyttet til symbolske reprasentationer. Eftersom det at re-
prasentere matematiske sagsforhold er nert forbundet med kommunikation i, med
og om matematik, er der ogsa klare forbindelser til den senere omtalte kommuni-
kationskompetence.

Reprasentationer ved hjlp af materielle objekter skaber forbindelse til den sidste
af de otte kompetencer, hjelpemiddelkompetencen.

Eksemplificering

Et elementert eksempel pa denne kompetence kunne vere evnen til at repre-
sentere et naturligt tal med prikker eller klodser af ens form og stgrrelse, eller
opskrivning af tal i positionssystemet ved hjelp af cuisenairestenger, centicu-
bes, kuglerammer eller lignende og ved hjelp af symboler i hindu-arabisk nota-
tion, romertal, kileskrift m.v., samt ved verbal repraesentation (eks. fem-millioner-
ethundredeogseksogtyvetusinde-nihundredeogsyvogtredive).

Et andet elementert eksempel er tidsangivelser, hvor viserure og digitalure leverer
®kvivalente, men helt forskellige repraesentationer af det samme klokkeslet.

Det kunne ogsa vere at forsta og handtere forskellige reprasentationer af objektet
7 og forbindelserne imellem dem. Reprasentationen kan fx vare

- symbolet T.
- en uendelig decimalbrgk 3,14159265....

- en rational tilnermelse (med deraf fglgende ungjagtighed) med fx brgkerne
22/7 eller 223/71.

- geometrisk som omkredsen af en cirkel med diameter 1.

- grenseverdien for den uendelige rekke 4 —4/3+4/5—-4/7+4/9—4/11+

Velge og oversette mellem
reprasentationer

Afgrensning til andre komp.

Ogsa elementare repraesen-
tationer er representationer
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Et andet eksempel er begrebet line@r funktion (i skolematematikkens forstand),
som kan representeres

som regneforskrift, fx f(x) =3x—7.
- algebraisk som lgsningsmangde til en ligning, fx 2y —6x+ 14 = 0.

- som en parameterfremstillet punktmangde i et koordinatsystem,
fx {(x,y)|x=t,y=3r—7,t € R}.

- ved en tegnet graf i et koordinatsystem.

- ved et geometrisk objekt, fx den rette linie i planen som gér gennem punk-
terne (2,—1) og (0,—7).

- ved en tabel af sammenhgrende vardier af x og y (med indbygget informa-
tionstab, hvis det ikke i forvejen vides at tabellen fremstiller en linesr funk-
tion, og med indbygget informationsoverskud, hvis det vides, at funktionen
er line@r, og tabellen indeholder mere end to forskellige sammenhgrende
sat).

Endnu et eksempel er en ellipse, der kan repraesenteres

geometrisk som et snit i en kegle eller en cylinder.

som skyggen af en kugle.

som det geometriske sted for alle de punkter, hvis afstande til to givne punk-
ter har en konstant sum.

som maengden af punktpar i et koordinatsystem, som opfylder ligningen
(x/a)*+ (y/b)* =1 (a,b #0).

For alle eksemplerne gar repraesentationskompetencen bl.a. ud pa at forsta repree-
sentationerne, have klarhed over forbindelserne mellem dem, herunder informa-
tionstab og -gevinst ved overgang fra den ene til den anden, over styrker og svag-
heder ved de enkelte repraesentationer, og pa at vaere i stand til at velge (mellem)
en eller flere af dem.

4.3.2 Symbol- og formalismekompetence — at kunne handtere mate-
matisk symbolsprog og formalisme

Karakteristik

Denne kompetence bestar dels i at kunne afkode symbol- og formelsprog, i at kunne
overscette frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk sprog og naturligt
sprog, og i at kunne behandle og betjene sig af symbolholdige udsagn og udtryk,
herunder formler. Dels i at have indsigt i karakteren af og “spillereglerne” for for-
melle matematiske systemer (typisk aksiomatiske teorier).
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Kommentar

Denne kompetence adskiller sig navnlig fra den ovenn®vnte repraesentationskom-
petence, som den ellers er nert forbundet med, ved at fokusere pa symbolernes
karakter, status og betydning og pa selve handteringen af dem, inklusive reglerne
herfor. Dertil kommer, at den ogsd omhandler omgang med formelle matematiske
systemer, hvad enten disse har en symbolsk form eller e;.

Matematiske symboler omhandler ikke kun avancerede matematiske specialsym-
boler, men ogsa talsymboler og basale tegn i forbindelse med regneoperationer.

Tilsvarende omhandler symbolbehandling ikke kun “bogstavregning”, “calculus”
og lignende, men ogsa de formelle sider af elementer regning.

Eksemplificering

Pa det elementare plan illustreres denne kompetence fx af omgangen med tal og
talbehandling. Det kan dreje sig om

« at forstd, at 406 star for fire hundreder, ingen tiere og 6 enere.

at man ikke har lov til at skrive 6 4+ -5 eller 6 — —3 (mens 6 + +3 ikke er
meningslgst, men darlig syntaks).

at5-(3+4) ikke er det samme som 5-3 + 4.

at 4 < 7 er et udsagn, som skal leses “4 er mindre end 7.
Pa senere trin kan det dreje sig om at forsta

 at {(x,y)|x =t,y =3t —7,t € R} angiver m@ngden af alle reelle talpar, hvor
fgrstekoordinaten antager en vilkérlig reel verdi, mens andenkoordinaten er
bundet til at vere netop tre gange denne vardi, minus 7.

« indholdet i, hvad der er blevet kaldt “verdens smukkeste formel”: ¢™+1 = 0.

Det at kunne afkode symbol- og formelsprog kan eksemplificeres ved at kunne
sige, at den ovenstdende mangde netop beskriver den rette linje i et retvinklet ko-
ordinatsystem, som afskerer —7 pa y-aksen og har 3 som hzldningskoefficient.

Omvendt er fx det at kunne opskrive samlingen af alle naturlige tal, der ved division
med 5 giver resten 4, i symbolsprog som {p € N|3k € N: p =5k +4} et eksempel
pa oversettelse fra naturligt sprog til symbolsprog. Det samme gelder (a+ b)(a—
b) = a*> — b*, som en oversattelse til symboler af den tidligere s “populzre” regel
“to tals sum gange de samme to tals differens er lig differencen mellem tallenes
kvadrater”.

Hvad angar eksempler pa hdndtering af symbolsprog og formler er der utallige.
Der kan fx vere tale om at kunne

Afgrensning til repraesenta-
tionskomp.

Ogsa elementare symboler
og formler

Handtering af symbolsprog
og formler



Omgang med formelle mate-
matiske systemer

Forsta og fortolke udsagn og
tekster

Udtrykke sig om mat.

Afgransning til andre komp.
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» foretage omskrivninger som 3x* —2x? —x = x(3x*> —2x— 1) = x(x — 1) (3x +
1), hvor det sidste skridt tillige krzver lgsning af andengradsligningen 3x> —
2x—1=0.

¢ se umiddelbart, at % . % . % . ‘5—‘ = %

* foretage omskrivningen P(A|B) = P(ANB)/P(B) = P(B|A)P(A)/P(B), for
hendelser A og B, hvor P(A),P(B) # 0.

* konkludere, at ligningen x (y+z) = xy+z er opfyldt for alle talset af formen
(x,,0) for vilkérlige x og y eller af formen (1,y,z) for vilkarlige y og z, men
ikke af andre.

Endelig kan evnen til at omgas formelle matematiske systemer illustreres ved ind-
sigt i, hvad det vil sige at foretage geometriske konstruktioner pa grundlag af Eu-
klids aksiomer, herunder forstaelse af i hvilken forstand det er umuligt at tredele
en vinkel med passer og lineal.

Aksiomatisk euklidisk geometri kan tillige tjene som et eksempel pa en matematisk
formalisme, som ikke behgver at vere bragt pa symbolsk form.

4.3.3 Kommunikationskompetence — at kunne kommunikere i, med
og om matematik

Karakteristik

Denne kompetence bestér dels i at kunne seette sig ind i og fortolke andres matema-
tikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle udsagn og “tekster”, dels i at kunne
udtrykke sig pa forskellige mader og pa forskellige niveauer af teoretisk eller tek-
nisk precision om matematikholdige anliggender, skriftligt, mundtligt eller visuelt
over for forskellige kategorier af modtagere.

Kommentar

Eftersom al skriftlig, mundtlig eller visuel kommunikation i og med matematik ma
betjene sig af diverse repraesentationsformer (og medier), har denne kompetence et
nart slegtskab med den ovenfor omtalte representationskompetence. Oftest vil en
sddan kommunikation ogsa betjene sig af matematiske symboler og termer, hvilket
understreger forbindelsen til symbol- og formalismekompetencen.

Kommunikationskompetencen gar imidlertid videre end de gvrige derved at kom-
munikationen sker mellem afsendere og modtagere, og at disses situation og for-
udsatninger tages i betragtning pa linje med formal, budskab og medie for kom-
munikationen.

Der kan ogsa vare grund til at heefte sig ved, at kommunikation om matematik ikke
behgver at inddrage specifikke matematiske reprasentationsformer.
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Eksemplificering

En hvilken som helst skriftlig eller mundtlig fremstilling af en matematisk aktivitet Mange udtryksformer
kan tjene til at eksemplificere udtrykssiden af kommunikationskompetencen. For

eksempel falder det at kunne ggre rede for en matematisk betragtning, fx lgsningen

af en opgave, inden for denne. Tilsvarende vil afkodningen og fortolkningen af Afkodning og fortolkning
matematiske fremstillinger, fx i en lerebog eller et foredrag, eksemplificere, hvad

man kunne betegne den modtagende side af kommunikationskompetencen.

Ogsa evnen til at indga i diskussioner med andre om matematikholdige emner kree-
ver kommunikationskompetence. Man kunne fx tenke sig folgende dialog udspille
sig mellem to elever pa sidste trin i folkeskolen eller i gymnasiet:

E;: “Vi fér altid at vide, at vi ikke ma dividere med 0. Hvorfor m& man egentlig
ikke det; er det bare en regel eller hvad?”

E,: “Ja, det er det vel.”
E;: “Men hvor kommer den sa fra? Der ma da vere en grund.”

E,: “Lad os prgve at se, hvad division gér ud pa. Hvis vi skulle dividere @ med 0,
sa skulle vi finde det tal, som ganget med O giver a. Men et tal ganget med 0
giver jo 0 og ikke a. Sa divisionen kan slet ikke lade sig ggre. Det er maske
derfor, det er forbudt?”

Ei: “Hov, hvis a er 0 gar det jo godt. S kan man gange 0 med fx 1 og fa det
rigtige, nemlig 0.”

E,: “Na ja, vi kunne ogsd have ganget med 10! og stadig f4 0. S ville 0/0 jo
vare 100,

E;: “Ja, vi kunne gange med hvad som helst og fa det rigtige.”

E;: “Men sa kan man vel ogsa godt sige, at divisionen ikke giver noget bestemt
resultat, nar der kan komme alt muligt ud af den. Og si er den vel ogsé
umulig?”

E;: “OK, det er altsa forbudt at dividere med 0O, fordi vi aldrig kan fa noget
bestemt ud af det. I de fleste tilfeelde fér vi slet ingenting ud af det, og hvis
a =0, far vi hvad som helst.”
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4.3.4 Hjxlpemiddelkompetence — at kunne betjene sig af og forholde
sig til hjelpemidler for matematisk virksomhed (inkl. it)

Karakteristik

Denne kompetence bestér dels i at have kendskab til eksistensen og egenskaberne
ved diverse former for relevante redskaber til brug for matematisk virksomhed, og
have indblik i deres muligheder og begreensninger 1 forskellige slags situationer,
dels i at veere i stand til, pa reflekteret vis, at betjene sig af sadanne hjelpemidler.

Kommentar

Matematikken har altid betjent sig af diverse tekniske hjelpemidler, bade til at re-
praesentere og fastholde matematiske sagsforhold og til at handtere dem, fx i forbin-
delse med malinger og udregninger. Det drejer sig ikke kun om it, altsd lommereg-
nere og computere (herunder beregningsprogrammer, grafiske tegneprogrammer,
computeralgebra og regneark), men ogsd om tabeller, regnestokke, kuglerammer,
linealer, passere, vinkelmalere, logaritme- eller normalfordelingspapir m.v. Kom-
petencen gar altsd ud pa at kunne omgés og forholde sig til sddanne hjelpemidler.

Da ethvert sadant hjelpemiddel involverer en eller flere typer af matematisk repree-
sentation, er hjelpemiddelkompetencen i slegt med reprasentationskompetencen.
Da brugen af visse hjalpemidler ogsa ofte er underlagt ret bestemte “spilleregler”,
og hviler pa bestemte matematiske forudsatninger, har hjelpemiddelkompetencen
tillige forbindelser til symbol- og formalismekompetencen.

Eksemplificering

Der er ingen granser for, hvor mange eksempler man kan give pé reflekteret om-
gang med hjelpemidler for matematisk virksomhed. P& de lavere klassetrin kan
man navne evnen til at omgas konkrete materialer til stgtte for begrebsdannel-
sen, undersggelse af sammenhange og mgnstre, efterprgvelse af hypoteser, grund-
leggelse af ferdigheder osv. Geoboards, centicubes eller andre klods-, brik- el-
ler stangsystemer, kuglerammer, geometriske skabeloner, spirografer, linealer, pas-
sere, vinkelmalere, terninger, serligt indstreget papir, karton til foldning eller ud-
skering hgrer alle hjemme i denne sammenhang.

Vi kan ogsad naevne den tenksomme omgang med lommeregnere og computere,
samt it-software af typen LOGO, Cabri-Géometre, regneark, MathCad, Maple,
osv., til brug for savel kalkulationer som grafiske reprasentationer, empiriske un-
dersggelser, visualisering osv.
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4.4 Fem bemaerkninger

4.4.1 Om kompetencernes beslegtethed

Som det allerede er fremgéet, er flere af kompetencerne i nzr familie med hinan-
den. Det gelder fx repraesentationskompetencen, symbol- og formalismekompe-
tencen samt kommunikationskompetencen, der da ogsa ovenfor er placeret i gruppe
sammen. Ikke desto mindre legger de vaegten forskellige steder. I repraesentations-
kompetencen leegges vaegten pa selve repreesentationen af et matematisk sagsfor-
hold, og de forskellige muligheder der er for at vaelge reprasentation. Man kunne
sige at reprasentation er en semantisk aktivitet. Nogle af disse representationer kan
vare symbolske, men de behgver ikke at vaere det. Symbol- og formalismekompe-
tencen derimod betoner navnlig “spillereglerne” i omgangen med symbolsprog
og formelle systemer (aksiomatiske teorier), hvilket kan betragtes som en hoved-
sagelig syntaktisk aktivitet. Endelig er fokus i kommunikationskompetencen pa,
hvordan man i det hele taget kommunikerer i, med og om matematik. Heri indtager
bade reprasentationer, symbolsprog og formalismer hver deres plads, men der er
veldigt meget andet pa ferde, ikke mindst inddragelsen af afsendere og modtagere
af kommunikationen.

Ligeledes er tankegangs-, r&sonnements- og problembehandlingskompetencerne
tet forbundne, men betoningerne er atter forskellige. I tankegangskompetencen
ligger veegten pa de spgrgsmdl, matematikken beskeaftiger sig med, problembe-
handlingskompetencen fokuserer pa strategier, man kan benytte sig af til at be-
svare spgrgsmalene, mens resonnementskompetencen angar retfeerdiggprelsen af
pastande, heri indbefattet pastande om at en given fremgangsmade faktisk leve-
rer en korrekt lgsning pa et problem, som udspringer af et matematisk spgrgsmal.
Naturligvis indgér ogsa repraesentationskompetencen og symbol- og formalisme-
kompetencen som redskaber i dette kompleks, men altsé netop som redskaber, ikke
som selve sagen.

Til slut kan man blandt de mange familierelationer, som findes mellem kompe-
tencerne, fremhave forbindelsen mellem modellerings-, problembehandlings- og
reprasentationskompetencerne. Séledes er bade reprasentationskompetencen og
problembehandlingskompetencen afggrende for udgvelsen af modelleringskompe-
tencen. Men kompetencerne har atter forskellige fokus. Vi har allerede fremhz-
vet de forskellige betoninger i reprasentations- og problembehandlingskompeten-
cerne. I modelleringskompetencen er det brugen af matematik til at forstd og be-
handle anliggender uden for matematikken selv, der star i centrum.

4.4.2 Om kompetencekarakteristikkernes duale karakter

Som det fremgar af karakteriseringerne, har alle kompetencerne bade en “under-
sggende” og en “produktiv”’ side. Den “produktive” side af en kompetence bestar

Forbindelser og forskelle:

Reprasentations-, symbol-
og formalisme- og kommuni-
kationskomp.

Tankegangs-, reesonnements-
og problembehandlings-
komp.

Modellerings-,
problembehandlings- og
reprasentationskomp.

En “undersggende” og en
“produktiv” side
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Kreativitet
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i, at man selv kan gennemfpre de processer, kompetencen omfatter. Den “under-
sggende” side angdr forstdelse, analyse og kritisk bedgmmelse af allerede udfgrte
processer og deres produkter.

Det bgr understreges, at ogsd undersggende virksomhed (refleksion, analyse og
bedgmmelse) har handlingskarakter, om end den kan foregd pé det rent mentale
plan. Der er blot tale om en anden slags aktivitet end selve den gennemfgrelse af de
omhandlede processer, som leder frem til produkter, der i en eller anden forstand er
“synlige”. Bade den undersggende og den produktive side af kompetencerne angar
mentale eller fysiske aktiviteter, som har adfeerdskarakter. Fokus er pa, at den, der
besidder kompetencen, kan udfpre de indgéende aktiviteter.

At kompetencerne har adfardskarakter, betyder bestemt ikke, at de skal forstas
behavioristisk, dvs. at de ngdvendigvis lader sig aflese udefra som klart afgren-
sede og veldefinerede handlinger, der skal forstds som et individs respons pa givne
stimuli.

4.4.3 Om intuition og kreativitet som tvaergaende trzek ved kompe-
tencerne

Der kan vare nogle, der savner visse matematiske kompetencer i listen. Det kan
maske vere udgvelse af matematisk intuition eller matematisk kreativitet. I den
tankegang, der ligger til grund for den her benyttede opstilling, er hverken intu-
ition eller kreativitet selvstendige kompetencer, men kombinationer af trek ved
de nzvnte kompetencer. Saledes er “intuition” at finde i navnlig tankegangs-,
reesonnements-, problembehandlings- og reprasentationskompetencerne.

“Kreativitet” kan vel n@ermest betragtes som indbegrebet af alle de produktive si-
der af kompetencerne, altsa det at kunne stille gode interne eller eksterne mate-
matiske spgrgsmél og formulere deraf udspringende problemer; dernest ved hjelp
af intuition, abstraktion, generalisation, valg af hensigtsmassige representationer,
symbol- og formalismehandtering, samt eventuelt brug af hjelpemidler, at 1gse
disse problemer; derefter at levere korrekte og fuldstendige argumenter (beviser)
for at de foreslédede lgsninger virkelig virker, for sluttelig at kommunikere bade
proces og produkt pa en klar og overbevisende made til en malgruppe.

4.4.4 Om tre dimensioner i besiddelsen af en kompetence

Det forekommer meningsfuldt at operere med, at en persons besiddelse af en kom-
petence kan have tre dimensioner, som vi i mangel af bedre kan kalde deknings-
grad, aktionsradius og teknisk niveau.
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Daekningsgrad

En kompetences dwkningsgrad hos en person benyttes til at betegne i hvor hgj
grad de aspekter, som karakteriserer kompetencen, er dekket hos den pagaldende,
dvs. hvor mange af disse aspekter, personen kan aktivere i forskellige foreliggende
situationer, og med hvor hgj grad af selvstendighed aktiveringen kan ske.

For eksempel har r&sonnementskompetencen hos den person, der ofte er i stand
til at forsta andres beviser, men sjeldent selv kan udtenke og gennemfgre fyldest-
ggrende beviser, en mindre dekningsgrad end hos en person, der ofte er i stand til
begge dele. Tilsvarende har kommunikationskompetencen hos en person, der bade
er i stand til 1 almindeligt og klart sprog at ggre rede for tankegangen i lgsningen
af et matematisk problem og til at fremstille Igsningen i tekniske termer, stgrre
dakningsgrad end hos den, der kun er i stand til det sidste.

Aktionsradius

En kompetences aktionsradius hos en person udggres af det spektrum af sammen-
heenge og situationer personen kan aktivere kompetencen i. Det drejer sig fgrst og
fremmest om sammenhange og situationer, der er bestemt af matematiske emne-
omréader (savel internt matematiske som anvendte emner), men ogsa om sammen-
hange og situationer der er bestemt af problemstillinger og udfordringer.

Hvis fx en persons problemlgsningskompetence kan aktiveres med succes bade
inden for aritmetik, algebra, geometri og sandsynlighedsregning, har den stgrre ak-
tionsradius end hos en person, der kun kan aktivere den med succes i aritmetik og
algebra. Pa tilsvarende vis har modelleringskompetencen stgrre aktionsradius hos
en person, som kan handtere anvendelser i matematik i dagliggkonomi, i madlav-
ning og ggr-det-selv ombygninger end hos den, som kun kan aktivere kompetencen
ved indkgb i supermarkedet.

Teknisk niveau

En kompetences tekniske niveau hos en person bestemmes af, hvor begrebsligt
og teknisk avancerede sagsforhold og verktgjer personen kan aktivere den pagal-
dende kompetence overfor.

Hos den person, der er i stand til at regne korrekt i situationer, hvor der kun optree-
der to- eller trecifrede hele tal, har symbol- og formalismekompetencen et lavere
teknisk niveau end hos den, som tillige kan klare situationer, hvor der optreder
mangecifrede tal eller decimaltal. Og den person, der nok kan né frem til at skit-
sere grafer for reelle funktioner af én variabel, men ikke for reelle funktioner af to
variable, har en repraesentationskompetence pa et lavere teknisk niveau end den,
som kan begge dele.

Dakningsgrad angar en
komp.’s aspekter

Aktionsradius angar sam-
menhange og situationer

Teknisk niveau angar
substansen i sagsforhold
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Dimensionerne som partielle ikke-kvantitative ordningsprincipper

Det er vigtigt at fa sldet fast, at selv om vi her har valgt nogle ord som antyder mu-
ligheden af enkel kvantitativ maling, ligger der ingen antagelse om noget sadant til
grund for de fglgende betragtninger. Det eneste, vi forudsatter i den henseende, er,
at hver af dimensionerne tillader en ordning, dvs. én udgave af en given kompe-
tence kan i henseende til en bestemt dimension vare mere eller mindre omfattende,
end en anden udgave af den samme kompetence. Eftersom vi kun har at ggre med
en partiel ordning, er det ikke sikkert, at to vilkéarlige udgaver af den samme kom-
petence kan sammenlignes pa denne made.

Det giver sdledes ingen mening at sige, at reekkevidden af problemlgsningskompe-
tencen hos en person, der kan lgse problemer inden for algebra, geometri og sand-
synlighedsregning, er mindre, end hos en person der kan lgse problemer inden for
sandsynlighedsregning, funktioner, infinitesimalregning og optimering. Ligeledes
giver det heller ikke uden videre mening at sammenligne det tekniske niveau for
symbol- og formalismekompetencen hos en person, der er virtuos til at behandle
udtryk inden for fx trigonometri, med det tekniske niveau hos en person, som er
virtuos i beregninger vedrgrende sandsynlighedsfordelinger.

4.4.5 Om kompetencerne som fagspecifikke, men stofmaessigt gene-
relle

Den femte og sidste bemzrkning er maske den vigtigste: Hver af de otte kompe-
tencer er af en generel og sammenfattende natur. De giver mening for (og er derfor
uathangige af) ethvert konkret matematisk stof, ligesom de giver mening for et-
hvert uddannelsestrin. Men de er ogsa specifikke for matematik. Det er muligt, at
man kan formulere lignende kompetencer m.v. for andre fagfelter, méaske endda
med anvendelse af mange af de samme ord. Men elementerne i matematikkompe-
tencerne refererer alle til sagsforhold, som er af specifik matematisk art.

4.5 Overblik og dgmmekraft vedrgrende matematik som
fagomrade

De omtalte kompetencer har som n@vnt alle et handlingspreg, derved at de er
rettet mod omgangen med forskellige typer af udfordrende matematiske situationer.
Udover de sider af matematisk faglighed, som vi med disse kompetencer forsgger
at indfange, har vi fundet det gnskeligt at operere med en type “aktive indsigter”
vedrgrende matematikkens karakter og rolle i verden, som ikke har adfaerdspraeg i
direkte forstand. Skgnt disse indsigter udstyrer den, der besidder dem, med et st
synsmader, som giver overblik og dpmmekraft over for matematikkens forbindelse
til forhold og tilskikkelser i natur, samfund og kultur, og derved altsd ogsa kan siges
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at have en slags kompetencekarakter, blot rettet mod matematikken som fagomrade
snarere end mod matematiske situationer, afstar vi fra at kalde dem kompetencer
for at undga forvirrende sammenblanding med de ovenfor behandlede.

Besiddelsen af overblik og udgvelsen af dgmmekraft er af vasentlig betydning for
dannelsen af et balanceret billede af matematikken, selv om den ikke har adfaerds-
karakter i nogen simpel forstand. Pointen er altsa, at genstanden for denne dgmme-
kraft er matematikken som helhed og ikke specifikke matematiske situationer eller
problemstillinger.

Det drejer sig om pa baggrund af viden og kunnen at besidde overblik og dgmme-
kraft vedrgrende a) matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisom-
rader, b) matematikkens historiske udvikling, sével internt som i samfundsmassig
belysning, og ¢) matematikkens karakter som fagomrade.

Man kunne maske mene, at der med valget af termerne “overblik” og “dgmme-
kraft” tages nogle store ord i brug, ikke mindst nar vi insisterer pa, at de giver
mening pa alle uddannelses- og undervisningstrin. I betragtning af at man aldrig
vil kunne tale om “fuldstandigt overblik” og “total dsmmekraft”, som nermest ma
ses som “punkter i det uendeligt fjerne”, skal begreberne forstas relativt. Derved
adskiller de sig jo ikke fra de otte kompetencer, som jo heller aldrig kan besiddes
til fuldkommenhed. Det afggrende er, at de perspektiver pd matematik som der her
er tale om, ggres til genstand for udtrykkelig behandling, refleksion og artikulation.

4.5.1 Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisom-
rader

Karakteristik

Genstanden for denne form for overblik og dgmmekraft er den faktiske anven-
delse af matematik til udenomsmatematiske formal inden for omrader af daglig-
dags, samfundsmassig eller videnskabelig betydning. Denne anvendelse kommer
i stand og til udtryk gennem bygningen og udnyttelsen af matematiske modeller.

Kommentar

Mens den tidligere beskrevne modelleringskompetence vedrgrer evnen til at handle
i konkrete udenomsmatematiske situationer og problemstillinger, hvor matematik-
ken bringes i spil, er der her snarere tale om en bred og sammenfattende form for
overblik og dgmmekraft af en n@rmest sociologisk og videnskabsteoretisk art. Det
er oplagt, at en veludviklet modelleringskompetence bidrager til en konkret forank-
ring og konsolidering af overblik og dgmmekraft, men det er ikke en automatisk
folge heraf.

Genstanden er mat. som
helhed

Tre slags overblik og dgm-
mekraft

Punkter i det uendeligt fjerne

Hvem anvender mat. til hvad?

Afgrensning til modelle-
ringskomp.



Mat.’s udvikling i tid og rum

Ikke at forveksle med
mat.historie
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Eksemplificering

Sagen kan eksemplificeres af spgrgsmal som:

* “Hvem uden for matematikken selv bruger den faktisk til noget?”
e “Til hvad?”

* “Hvorfor?”

* “Hvordan?”

* “Gennem hvilke midler?”

e “Pi hvilket grundlag?”

* “Med hvilke konsekvenser?”

» “Hvad skal der til for at kunne bruge den?”

4.5.2 Matematikkens historiske udvikling, savel internt som i sam-
fundsmaessig belysning

Karakteristik

Genstanden for denne form for overblik og dgmmekraft er det forhold, at matema-
tikken har udviklet sig i tid og rum, i kultur og samfund.

Kommentar

Den form for overblik og dgmmekraft, der her er tale om, mé ikke forveksles med
kendskab til “matematikkens historie” anskuet som et selvstendigt emne. Fokus er
pa selve det forhold, at matematikken har udviklet sig, i kulturelle og samfunds-
massigt betingede miljger, og pa de drivkrefter og mekanismer som er ansvarlige
for denne udvikling. P4 den anden side er det oplagt, at hvis overblik og dgm-
mekraft vedrgrende denne udvikling skal have soliditet, ma de hvile pa konkrete
matematikhistoriske eksempler.

Hvor den fgrstnavnte form for overblik og dgmmekraft kan siges at have et mod-
stykke i en af kompetencerne, er noget tilsvarende ikke tilfeeldet her. Vi opererer
ikke med en “matematikhistorisk kompetence” som en ingrediens i almen mate-
matisk kompetence. Faktisk ville det vaere muligt at udpege og karakterisere en
matematikhistorisk kompetence, men den ma betragtes som for speciel til at hgre
hjemme i en generel sammenh®ng.
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Eksemplificering
Af interesse er spgrgsmal som:

* “Hvordan har matematikken udviklet sig gennem tiden?”

* “Hvad har varet de indre og ydre drivkraefter i udviklingen?”
» “Hvilke slags aktgrer har varet indblandet i udviklingen?”

* “I hvilke samfundsinstitutioner har den fundet sted?”

* “Hvordan har samspillet med andre felter veret?”

4.5.3 Matematikkens karakter som fagomrade
Karakteristik

Som fagomrade har matematikken sine egne karakteristika. Det er disse karakte- Mat.’s karakteristika i forhold
ristika, der er genstand for den foreliggende type overblik og dgmmekraft. Nogle til andre fagomrader
karakteristika har matematikken tilfeelles med andre fagomrader, andre er den ret

alene om.

Kommentar

Samtlige otte kompetencer bidrager til at forankre denne form for overblik og dgm-

mekraft og til at give den kgd og blod. Derved er det nok den blandt de tre former

for overblik og dgmmekraft, som i stgrst udstraekning ligger i forlengelse af kom-

petencerne. Pointen er imidlertid, at kun hvis matematikkens s@rlige karakter som Kraver artikulation og re-
fagomrade i sig selv ggres til genstand for belysning og overvejelser, skabes bevidst fleksion

og artikuleret overblik og dgmmekraft.

Skulle man fremh®ve nogle af kompetencerne som bidragende i s@rlig grad til
at skabe fundament for overblik og dgmmekraft vedrgrende de serlige trek ved
matematik, mé det blive tankegangs-, r&esonnements- og symbol- og formalisme-
kompetencerne.

Eksemplificering
Der teenkes her pa spgrgsmal som:

* “Hvad er karakteristisk for matematikkens problemstillinger, tankegange og
metoder?”

» “Hvilke slags resultater leverer den, og hvad bruges de til?”



Ikke automatiske konsekven-
ser af komp.

Generelle og sammenfat-
tende, men mat.specifikke

Et uendeligt spektrum af
beherskelsesniveauer
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» “Hvilken videnskabsteoretisk status har dens begreber og resultater?”
* “Hvordan er matematikken opbygget?”
* “Hvordan er dens forbindelse til andre discipliner?”

* “Pa hvilke mader adskiller den sig som videnskab fra andre discipliner?”

4.6 Yderligere bemzrkninger

De betragtede typer af overblik og dgmmekraft kan, som det fremgar, ikke auto-
matisk afledes af de otte kompetencer, som er gennemgéet ovenfor, men ma pa
den anden side, for at veere ordentligt forankrede, hvile pa et fundament af disse
kompetencer. Det er med andre ord ikke tilstreekkeligt for at besidde overblik og
dgmmekraft vedrgrende matematik, at man har hgrt (fortellinger) om matematik-
kens anvendelse, historiske udvikling og s@rlige karakter.

Det kan maske forekomme lidt vanskeligt at skelne mellem pa den ene side den
“undersggende” del af de otte kompetencer og pa den anden side de angivne typer
af overblik og dgmmekraft, maske navnlig den fgrst- og sidstnevnte. Hovedfor-
skellen er, som antydet, at kompetencerne altid skal tenkes udgvet over for kon-
krete matematiske objekter, problemstillinger eller situationer, mens overblik og
dgmmekraft her vedrgrer matematikken som et samlet fagomrade, der har en ser-
lig karakter, historie og samfundsmessig placering, og som anvendes uden for sit
eget terreen til formal, der ikke i sig selv er af matematisk art.

Som tilfeeldet var med de otte kompetencer, er ogsa de navnte typer af overblik
og dgmmekraft af en generel og sammenfattende natur. Ogsa de giver mening for
(og er derfor uath@ngige af) ethvert konkret matematisk indhold, ligesom de giver
mening for ethvert uddannelsestrin, samtidig med at de er specifikke for matematik.

4.7 Anvendelsen af kompetencebeskrivelsen af matema-
tisk faglighed

Den enkelte kompetence kan anskues som et uendeligt, tredimensionalt, kontinuert
spektrum af beherskelsesniveauer. Det samme gelder for overblik og dgmmekraft
vedrgrende matematik. Besiddelsen af en kompetence, overblik eller dsmmekraft
er ikke et spgrgsmal om enten-eller. Ser vi blot pa dekningsgraden, kan man be-
sidde en kompetence pa et meget elementzrt plan, der kun omfatter de mest grund-
leggende aspekter af den. Jo flere aspekter af en kompetence man kan aktivere og
kombinere, jo flere sammenhange og situationer man kan bringe den i spil over
for, dvs. jo stgrre rekkevidde kompetencen har for én, og jo mere begrebsligt og
teknisk avancerede sagsforhold man kan handtere den i, jo hgjere er det niveau,
hvorpa man besidder denne kompetence.
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Derimod kan man aldrig besidde en kompetence, et overblik eller dgmmekraft fuldt
ud, eftersom der ingen ende er pa, hvor dybtliggende, sammensatte og komplice-
rede sagsforhold den kan anga. Alt dette betyder dog ikke ngdvendigvis, at det i
praksis er umuligt at foretage mere pragmatiske opdelinger af en kompetence i et
mindre antal beherskelsesniveauer, hvis det er det, man gnsker.

4.7.1 Begrebsapparatet anvendt normativt og deskriptivt

Kompetencebeskrivelsen af matematisk faglighed kan nu anvendes til fagbeskri-
velse pa to forskellige mader.

Den kan anvendes normativt, dvs. til beslutninger om, med hvilken vegt og pa hvil-
ket beherskelsesniveau de enkelte kompetencer bgr vaere pa dagsordenen i en given
laeseplanssammenhaeng pa et foreliggende undervisningstrin. Derved bliver kom-
petencerne et hovedinstrument til fastleggelse af l@seplaner (men ikke det eneste
instrument). Denne brug er gjensynlig neert knyttet til forestillinger om formal og
mal med undervisningen.

Denne normative brug af kompetencer kunne i princippet godt fgre til, at det be-
sluttes, at en eller flere af kompetencerne enten slet ikke skal sgges udviklet pa et
givet undervisningstrin, eller at kun visse trek ved dem skal vere pa dagsordenen.
Det kunne fx vere, at nogle af kompetencerne kun optrader i deres undersggende
skikkelse, mens der gives afkald pa at betone den produktive side af dem. I den for-
bindelse er det ikke umuligt, at det i selve formuleringen af en leseplan kunne vere
hensigtsmessigt at foretage en sammensmeltning af nogle af kompetencerne eller
af trek ved dem, for ikke at operere med en stgrre detaljeringsgrad i beskrivelsen
end den der efterstreebes i den pageldende sammenhang.

Kompetencerne kan ogsa anvendes deskriptivt, dvs. til at beskrive og analysere
hvad der faktisk er pa feerde i en given matematikundervisning, bade pa leseplans-
niveau og i den daglige undervisning. Desuden kan de bruges som et hjelpemiddel
til detektering og karakterisering af matematiktilegnelsen hos den enkelte elev.

4.7.2 Kompetencebeskrivelsen som metakognitiv stgtte

Ud over til fagbeskrivelse kan kompetencebeskrivelser bruges som metakognitiv
stgtte, dvs. som hjelpemiddel i den daglige undervisning, bade deskriptivt og nor-
mativt. Dels kan lareren betjene sig af dem i planl®gningen og gennemfgrelsen af
sin undervisning, dels kan de simpelthen ggres til genstand for samtaler og diskus-
sioner mellem lerer og elever, og mellem eleverne indbyrdes, om hvad undervis-
ningen gar ud pd, og om hvad der faktisk foregér, henholdsvis burde forega, bade
pa undervisnings- og tilegnelsesplan.

Endelig kan kompetencerne benyttes i lererens faglige, didaktiske og paedagogiske
diskussioner med kolleger.

Normativ brug, fx til fastleg-
gelse af leseplaner

Deskriptiv brug, fx til belys-
ning af mat.uv.’s realitet

Hjelpemiddel i uv. for lerere
og elever



Stofvalg hviler pa mere end
komp.

Uv.aktiviteter til fremme af
komp.
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4.7.3 Kompetencebeskrivelsen som omdrejningspunkt, ikke som sta-
ende alene

Det er ikke tanken, at kompetencebeskrivelser er det eneste, der er at sige om kon-
kret fagbeskrivelse i en given sammenheeng. Et givet set af kompetencer kan frem-
mes og aktiveres ved beskaftigelsen med en mangfoldighed af helt forskelligt fag-
ligt stof, sddan som det ogsa er antydet i eksemplerne til illustration af de enkelte
kompetencer. Hvad dette stof neermere skal vere, kan altsa ikke afggres alene ved
betragtning af kompetencerne.

Nar vi dertil l&gger, at det er de samme kompetencer som —om end med forskellig
veagt og prioritering — er pa feerde pa ethvert undervisningstrin, og at undervisnin-
gen jo ikke uafbrudt skal beskaftige sig med det samme stof, er det klart, at valget
af det undervisningsstof som kompetencerne skal manifesteres i forhold til ma ske
ved inddragelse af yderligere synsvinkler end kompetencerne alene. Til gengaeld er
det afggrende, at overvejelser over undervisningsstoffets egnethed til at fremme de
kompetencer, der programsettes, spiller en vasentlig rolle for beslutningerne om
stofvalg.

Pa tilsvarende méde forholder det sig med valget af evalueringsinstrumenter, her-
under eksamensformer. Man kan ikke aflede disse instrumenter af kompetencerne,
men mange gengse evalueringsinstrumenter tillader kun evaluering af et meget
begraenset udsnit af de omtalte kompetencer. Det bliver derfor en hovedopgave at
konstruere og implementere evalueringsinstrumenter og -rammer som egner sig til
at evaluere kompetencerne.

Endelig er der hidtil intet sagt om det, som maske ofte er det vaesentligste: De ak-
tiviteter som bringes i spil i en given undervisning. Der er aktiviteter, som kun i
ringe grad egner sig til at fremme opbygningen af hele spektret af kompetencer,
mens andre har en stgrre reekkevidde, hvad kompetencer angar. Hvordan sddanne
relevante aktiviteter kan udtenkes, kombineres og implementeres, er en hovedop-
gave for den daglige undervisning, uanset trin. Det er et spgrgsmal, som vi skal
strejfe i slutningen af denne rapport.
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5 Introduktion til del III

5.1 Behovet for samspil mellem forskellige typer kompe-
tencer

Diskussionen om uddannelsen af matematiklerere rummer sa@dvanligvis — og 1
alle lande — et minefelt, nar det gelder afvejningen af henholdsvis matematikfaglig
bagage og didaktisk og pzdagogisk bagage, og ikke mindst en stillingtagen til
samspillet mellem dem.

Her peger, for det fgrste, al forskningsmassig og anden erfaring pa, at det i al-
mindelighed er en helt utilstrekkelig forberedelse til matematiklererprofessionen
kun at tilegne sig matematik som fag, stort set uanset hvilket niveau dette sker pa.
At der er mange eksempler pa excellente matematiklerere, som ikke har anden
basis for deres undervisning end matematisk fagkundskab, er sandt, men da de er
undtagelsen snarere end reglen, kan de ikke danne grundlag for en alment hold-
bar strategi. Erfaringen peger i endnu hgjere grad pa, at det ligeledes er en helt
utilstreekkelig forberedelse til professionen udelukkende at vere udstyret med en
generel didaktisk og padagogisk bagage, uden at der indgar matematiske kompe-
tencer i bagagen.

For det andet viser mange erfaringer, at det ogsd — i almindelighed
— er helt utilstrekkeligt at besidde henholdsvis matematikfaglig og
almendidaktisk/-pedagogisk bagage, hvis disse to komponenter alene besid-
des i isoleret form uden at blive bragt i samspil med hinanden. Det er med
andre ord ngdvendigt for at vere en god lerer tillige at besidde fagdidaktisk og
-pedagogisk kompetence, dvs. en kompetence der bringer matematisk kompetence
i samspil med problemstillinger vedrgrende undervisning i og lering af matematik.

5.2 Struktureringen af det fglgende

Pa samme made som vi baserer beskrivelsen af faglighed i matematik pa kompe-
tencer, vil vi derfor her gennemfgre en tilsvarende beskrivelse af matematiklereres
kompetence. Denne beskrivelse kommer til at indeholde to komponenter.

Den fgrste komponent udggres af de kompetencer, som ligger i selve udg-
velsen af professionen. Man kunne ogsd sige, at den sgger at give svar pa
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spgrgsmalet “Hvad vil det sige at vere en god matematiklerer?”, hvilket er et
fagdidaktisk/-pedagogisk spgrgsmal. Det er altsd aldeles forskelligt fra spgrgsma-
let “Hvad vil det sige at veere en god lerer, der desuden kan matematik?”. Det
sidste er et spgrgsmal, som vi ikke finder det relevant at stille.

Den anden komponent bestar af en beskrivelse af den matematiske faglighed, som
matematiklereren bgr besidde, dvs. de (aspekter af) matematiske kompetencer,
samt de former for overblik og dgmmekraft vedrgrende matematik som fagomrade,
han eller hun bgr have i bagagen, ikke som borger eller lerer i almindelighed, men
netop som matematiklerer. Her spgrger vi altsa “Hvilken matematisk kompetence
bgr den gode matematiklerer have?”

Skgnt vi i de fglgende kapitler beskriver disse to komponenter hver for sig, kan
det ikke understreges tydeligt nok, at hos den gode lerer er de integreret i den
forstand, at han eller hun bade kan anlaegge kompetente faglige synsvinkler pa
ethvert fagdidaktisk eller -pedagogisk problem, og kan tage stilling til de didak-
tisk/pedagogiske potentialer i de matematiske kundskaber og indsigter han eller
hun besidder, samt vare i stand til at bringe de to komponenter i integreret samspil
i undervisningen.

I fortsettelse af overvejelser over de kompetencer en god matematiklerer bgr be-
sidde, treenger et andet spgrgsmal sig pa: Hvordan skal disse kompetencer erhver-
ves og udvikles, dels under uddannelsen til leerer, dels undervejs i selve udgvelsen
af professionen? Dette spgrgsmal er bade meget komplekst og meget vigtigt, men
vi kan i det store og hele ikke behandle det i denne rapport. Kun kan der vere
grund til at sla fast, at der med betragtningerne i denne del af rapporten ikke er
taget stilling til, hvordan matematiklereruddannelserne n@rmere skal indrettes og
organiseres. Dette kan ske pa mange forskellige, hver for sig frugtbare, mader, og
blandt de mange mader der er tale om, har vi altsa ikke i dette projekt valgt side til
fordel for bestemte.

Karakteriseringen af de didaktiske og padagogiske kompetencer, som knytter sig
til udgvelsen af professionen, er tilstrekkeligt felles for forskellige lareruddan-
nelser, fra grundskole til universitet, til at denne karakterisering kan gennemfgres
under ét. Derimod er der med hensyn til den matematiske faglighed brug for en
opdeling mellem lereruddannelserne pa linje med den, vi i del VII fremlegger for
forskellige andre dele af uddannelsessystemet.



6 En kompetencebeskrivelse af
matematiklererfaglighed: Didaktiske og
paedagogiske kompetencer

6.1 Indledning

En god lzrer besidder en mangfoldighed af almene la&rerkompetencer. En god ma-
tematiklerer, besidder tillige, uanset undervisningstrin, en rakke specifikke ma-
tematikdidaktiske og -pedagogiske kompetencer. De bliver skitseret n@rmere ne-
denfor, hvor vi i gvrigt benytter ordet “elev”’ som den felles term for en person,
som er i feerd med at leere (matematik), uanset om der er tale om en skoleelev eller
en universitetsstuderende.

Derimod ser vi det ikke som vores opgave i dette projekt at g nermere ind pa at
karakterisere de almene leererkompetencer. Sa selv om karakteriseringen nedenfor
af de omhandlede kompetencer ofte sker i et ordvalg, der ikke specifikt refererer til
matematik, er det ikke desto mindre overalt dette fag, der tenkes pa. Der er altsa
ikke tale om generelle fagdidaktiske og -paedagogiske kompetencer. Om det sa
matte veere muligt at karakterisere fagleererkompetencen i et andet fag i tilsvarende
termer, er en sag der helt ma afggres inden for dette fag selv.

Uddannelsen af matematiklerere har til opgave at udstyre dem med fglgende di-
daktiske og pedagogiske kompetencer, som karakteriseres i de fglgende afsnit:

Laseplanskompetence.

Undervisningskompetence.

Leringsafdekningskompetence.

* Evalueringskompetence.

Samarbejdskompetence.

Professionel udviklingskompetence.
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6.2 Laseplanskompetence — at kunne vurdere og udforme
laeseplaner

Denne kompetence bestér dels i at kunne sette sig ind i, analysere og forholde sig
til de til enhver tid geldende og mulige fremtidige rammelaseplaner for matema-
tikundervisningen pé de relevante undervisningstrin, og i at kunne vurdere siddanne
planer og deres betydning for den enkeltes aktuelle undervisning.

Dels bestar den i selv at kunne udforme og iveerkscette forskellige slags laese- og
kursusplaner med forskellige formél og mél og pé forskellige niveauer, under iagt-
tagelse af de overordnede rammer og vilkar der matte foreligge, og bade under
aktuelle og under forventelige fremtidige forhold.

6.3 Undervisningskompetence — at kunne udtanke, tilret-
telegge og gennemfgre undervisning

Denne kompetence bestar i med overblik og i samspil med eleverne at kunne ud-
tenke, tilrettelegge og gennemfg@re konkrete undervisningsforlpb med forskellige
formal og mal.

Heri indgar skabelsen af et spektrum af righoldige undervisnings- og leeringssitu-
ationer, inklusive tilretteleggelsen og organiseringen af aktiviteter for elever og
elevgrupper under hensyntagen til disses karakteristika og behov. Dette omfatter
ogsa udvealgelse og opstilling af opgaver, savel som af andre hverv og udfordringer
for elevernes virksomhed. Der indgar tillige at kunne finde, bedgmme, udvelge el-
ler frembringe forskellige slags undervisningsmidler og -materialer. Kompetencen
omfatter desuden det at kunne begrunde og med eleverne diskutere undervisnin-
gens indhold, form og perspektiver, og at kunne motivere og inspirere eleverne til
at engagere sig i matematiske aktiviteter, samt at kunne skabe rum for elevernes
egne initiativer i matematikundervisningen.

6.4 Leringsafdekningskompetence — at kunne afdaekke
og fortolke elevernes laering

Denne kompetence bestar i at kunne afdekke og fortolke elevernes faktiske mate-
matiske leering og besiddelse af matematiske kompetencer, samt forestillinger om
og holdninger til matematik, herunder at kunne identificere udviklingen over tid
heri.

I kompetencen indgér at kunne treenge ind bag facaden af de méader hvorpa den
enkelte elevs matematiklering, -forstielse og -beherskelse kommer til udtryk i
konkrete situationer, i det gjemed at forstd og fortolke den kognitive og affektive
baggrund for disse.



6.5 Evalueringskompetence 79

6.5 Evalueringskompetence — at kunne afdaekke, vurdere
og karakterisere elevernes faglige udbytte og kompe-
tencer

Denne kompetence bestar i at veere i stand til at udvalge eller konstruere, samt be-
tjene sig af, et bredt spektrum af former og instrumenter til afdekning og vurdering
af elevers og elevgruppers faglige udbytte og matematiske kompetencer, bade un-
dervejs i undervisningen og ved afslutningen af den, og bade i absolut og i relativ
forstand.

Heri indgér ogsé evnen til kritisk at forholde sig til holdbarheden og rekkevidden
af konklusioner erhvervet ved anvendelsen af de enkelte evalueringsinstrumenter.
Denne kompetence er en forudsatning for Igbende evaluering, dvs. evaluering gen-
nemfgrt undervejs i undervisningen, og indebarer ogsa evnen til at karakterisere
den enkelte elevs udbytte og kompetencer og at kunne kommunikere med eleven om
de gjorte observationer og fortolkninger og hjeelpe denne til at korrigere, forbedre
eller videreudvikle sine matematiske kompetencer. Det samme ggr sig geldende
ved afsluttende evaluering, herunder eksamener, selv om vejledningen i denne si-
tuation ofte har en anden karakter.

6.6 Samarbejdskompetence — at kunne samarbejde med
kolleger og andre om undervisningen og dens rammer

Denne kompetence bestér for det fgrste i at kunne samarbejde med kolleger, bade
fagkolleger og kolleger i andre fag, om anliggender af betydning for matematikun-
dervisningen. Heri indgar evnen til at bringe samtlige fire ovennavnte kompetencer
i spil i faglige, pedagogiske og didaktiske samarbejdsprojekter og i diskussioner
med forskellige typer af kolleger.

For det andet omfatter kompetencen evnen til at indga i samarbejde med perso-
ner uden for den kollegiale verden, fx elevernes foreldre, administrative instanser,
myndigheder osv. om rammerne for undervisningen.

6.7 Professionel udviklingskompetence — at kunne ud-
vikle sin kompetence som matematiklaerer

Denne kompetence bestér i at kunne udvikle sin matematiklererkompetence. Den
er med andre ord en slags meta-kompetence.

Den bestar nermere bestemt i at kunne indgd i og forholde sig til aktiviteter som
kan tjene til udviklingen af den faglige, didaktiske og padagogiske kompetence,

Udvelge eller konstruere,
samt betjene sig af evalue-
ringsinstrumenter

Kolleger

Forazldre, administration,
myndigheder m.fl.

Indga i og forholde sig til
udviklende aktiviteter
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under hensyntagen til skiftende betingelser, omstendigheder og muligheder. Det
drejer sig om at kunne reflektere over sin undervisning og diskutere denne med
fagkolleger, om at kunne identificere udviklingsbehov, og om at kunne valge el-
ler foranstalte samt bedgmme aktiviteter som kan fremme den gnskede udvikling,
hvad enten der er tale om eksterne efter- og videreuddannelseskurser, konferen-
cer eller om kollegiale projekter og aktiviteter som fx deltagelse i studiekredse og
forskningsprojekter. Det drejer sig ogsa om at holde sig d jour med nye tendenser,
nye materialer og ny litteratur pa ens felt, om at drage nytte af relevante forsknings-
og udviklingsbidrag, og maske om at skrive artikler eller bgger af faglig, didaktisk
eller pedagogisk art.



7 Matematiklsereres matematiske
kompetencer

7.1 Generelle kommentarer

7.1.1 Uddannelsen af leerere til grundskolen

I Danmark er uddannelsen til grundskolelerer en professionsrettet uddannelse. Det En professionsrettet uddan-
vil sige, at lererstudiet er en specifik forberedelse (hos os desuden ved en serlig nelse

slags uddannelsesinstitution) til en bestemt profession, ikke et alment studium der

bl.a. kan lede til ansattelse i grundskolen som én blandt en ra&kke erhvervsmulig-

heder.

Som bekendt er dette ikke den eneste mulige made at indrette en leereruddannelse

pa. Alternativt kan man, som tilfeeldet er i nogle lande og i Danmark ved uddan-

nelsen af lerere for de gymnasiale uddannelser, have en mere eller mindre almen

fagrettet uddannelse, som sa gennem forskellige didaktiske, pedagogiske eller un-
dervisningspraktiske tillegskomponenter kvalificerer til ans@ttelse som larer. Der

knytter sig mange store spgrgsmal af kulturel, politisk, gkonomisk, organisatorisk,

didaktisk og padagogisk art til en diskussion om indretningen og placeringen af
leereruddannelserne. Det ville vaere nyttigt for det danske samfund at s&tte en sd- De strukturelle rammer er
dan grundlzggende diskussion pa dagsordenen, med skyldig hensyntagen til den nyttigt at diskutere
tid, de krefter og de ressourcer, der skal til, hvis diskussionen skal blive kvalifice-

ret.

Vi har ikke set det som vores opgave i sammenhang med dette projekt at tage hul ...men vi ggr det ikke her
pé en siadan diskussion. Derfor tages de store organisatoriske linjer i indretningen

og institutionstilknytningen af grundskolel@reruddannelsen for givet. Det er imid-

lertid vores vurdering, at betragtningerne i denne rapport vil vere robuste over for

selv ganske omfattende organisatoriske forandringer af l@reruddannelsessystemet

i Danmark.

Som tilfeeldet generelt er med matematikkompetencer pa de hgjere trin af uddan- Komp. har fuld deknings-
nelsessystemet, er det vores opfattelse, at en grundskolelerer i matematik bgr be- grad

sidde de otte matematikkompetencer og de tre former for overblik og dgmmekraft

vedrgrende matematik som fagomride med fuld dekningsgrad. Hermed er intet

sagt om kompetencernes aktionsradius eller begrebslige og tekniske niveau. Der er
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som bekendt heller intet sagt om det faglige stof, kompetencerne skal udgves i for-
hold til. Det er en sag, som kraever selvstendig stillingtagen, sidan som det tages
op i kapitel 8.

7.1.2 Uddannelsen af laerere til de gymnasiale og de videregaende ud-
dannelser

Uddannelsen af lerere i matematik til de gymnasiale og videregdende uddannelser
i Danmark finder i alt vaesentligt sted pa universiteterne. I de seneste ca. fire artier
har det typisk forholdt sig sddan, at de kommende larere til disse trin har modtaget
en almen universitetsuddannelse med matematik som fag, hvor professionen som
lerer blot har varet én blandt flere muligheder for fremtidigt erhverv. Tidligere
har uddannelserne kun i enkelte tilfelde (fx ved RUC og AAU) rummet momen-
ter, der kunne forberede de studerende specifikt pa en profession som larer, men i
de senere ar har sidanne momenter i stigende grad vundet indpas ved universite-
terne i almindelighed. Samtidig er der sket en udvikling pa pedagogikumfronten i
retning af opgradering af ikke blot den undervisningspraktiske forberedelse til pro-
fessionen, men ogsa til dens fagdidaktiske sider, ligesom der fra Undervisnings-
ministeriets side er formuleret visse indholdskrav til universitetsuddannelsen, som
forudseetning for at fa tildelt formel kompetence (i betydningen autorisation) som
leerer i det almene gymnasium og hf. PA HHX og HTX er ansettelsesgrundlaget
noget bredere, og det er i vid udstrekning op til forstanderne at afggre, hvad der
skal til for at bestride undervisningen.

Ved universiteternes undervisning har der traditionelt ikke varet nogen padagogi-
ske eller didaktiske krav til lrerne. Men i de senere ar er der sket den @ndring,
at adjunkter skal gennemga et seerligt universitert peedagogikum for at kunne sgge
ansettelse som lektor.

Ogsé pa de her betragtede omrader er der mange, hver for sig fornuftige, mulig-
heder for at indrette uddannelsen af kommende lerere i matematik. Man kan bade
indrette fortreffelige uddannelser, hvor didaktisk-pedagogiske komponenter er en
del af selve universitetsuddannelsen, og uddannelser, hvor sddanne komponenter
forst behandles i et efterfglgende forlgb. Vi skal afsta fra at fremsatte synspunk-
ter pa, under hvilke strukturelle rammer didaktiske og pedagogiske komponenter
bedst kan bringes i samspil med matematisk kompetence. Det afggrende er, som
fremhevet i det foregaende kapitel, at dette faktisk sker pa serigs vis.

Det giver sig selv, at ogsa leerere pa gymnasiale og videregdende uddannelser med
fuld dekningsgrad bgr besidde de otte kompetencer og de tre former for overblik
og dgmmekraft vedrgrende matematik.

7.1.3 Tilbage til det generelle

Set i forhold til professionen som matematiklarer, uanset trin, skal kompetencerne
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forst og fremmest komme til udtryk i sammenha&nge og situationer, der aktuelt
har, eller potentiel kunne f4, relevans i forhold til matematikundervisningen. Vi har
derfor valgt i den nedenstaende gennemgang af leererens matematikkompetencer at
forbinde den komplette kompetencekarakteristik med kommentarer og eksempler,
dels pa lzrerens egne kompetencer, og dels pa lererens udgvelse af den enkelte
kompetence i forhold til sin profession som matematiklerer. Det sker bl.a. ud fra
den foruds@tning, at det giver sig selv, at matematiklererens matematiske kompe-
tence 1 alle dimensioner skal indbefatte kompetencerne hos de elever, han eller hun
kan komme til at undervise, og at han eller hun derudover skal besidde et sadant
kompetencemassigt overskud, at han eller hun kan udgve de matematiklererkom-
petencer, som er beskrevet i kapitlet herom. De eksempler, som fremdrages, er
bevidst valgt, sa de angar laerere ved forskellige undervisningstrin.

Ofte har man diskuteret, i hvilken grad matematiklereren bgr besidde fagligt over-
skud for at kunne varetage sin profession pa tilfredsstillende vis. Det er jo ikke
mindst et politisk og gkonomisk spgrgsmal om lereruddannelse og arbejdsforhold.
Efter arbejdsgruppens opfattelse er det ikke desto mindre essentielt, at matematik-
leererens faglige ballast rekker betydeligt ud over evnen til at undervise i det stof,
der aktuelt er sat pa dagsordenen pa de enkelte uddannelsestrin, som det fx kommer
til udtryk i gaengse (og til tider kritisable) lerebgger. Kun gennem et betragteligt
fagligt overskud, som vi her formulerer ved hjelp af de matematiske kompetencer,
leereren bgr besidde, kan denne blive i stand til at Igfte de opgaver, matematiklae-
rerprofessionen, som beskrevet ovenfor, rummer.

Uddannelsen af laerere 1 matematik har, uanset hvordan den konkret finder sted, til
opgave at udstyre dem med nedenn@vnte matematiske kompetencer. Disse er, som
sedvanlig, eksemplificeret hver for sig. Ud over de nedenfor anfert eksempler, er
ogsa de eksempler, som i Del VII er anfgrt i kapitlerne om grundskolen, det almene
gymnasium og universitetsuddannelserne i og med matematik af relevans i denne
sammenhang.

Til slut skal det bemarkes, at vi nedenfor fortsat refererer til modtagerne af mate-
matikundervisning som elever, ogsa nér der er tale om studerende.

7.2 Matematiske kompetencer hos matematiklaerere

7.2.1 Tankegangskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestar for det fgrste i at veere klar over, hvilke slags spgrgsmal
som er karakteristiske for matematik, i selv at kunne stille sdadanne spgrgsmadl, og
i at have blik for hvilke typer af svar som kan forventes. Af sa@rlig vigtighed er
her matematikkens efterstrebelse af ngdvendige og tilstreekkelige betingelser for
et objekts besiddelse af en given egenskab.

Fagligt overskud er essentielt

Arten af spgrgsmal og svar
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Den bestar tillige i at kende, forstd og hdndtere givne matematiske begrebers reek-
kevidde (og begrensning) og deres forankring i diverse domener, i at kunne udvide
et begreb ved abstraktion af egenskaber i begrebet, i at kunne forstd hvad der ligger
i generalisering af matematiske resultater, og selv at kunne generalisere sddanne
til at omfatte en stgrre klasse af objekter.

Denne kompetence omfatter ogsa det at kunne skelne, bade passivt og aktivt,
mellem forskellige slags matematiske udsagn og pastande, herunder “betingede
udsagn”, “definitioner”, “setninger”, ‘“fenomenologiske pastande” om enkelttil-
feelde, og “formodninger” baseret pa intuition eller erfaringer med specialtilfelde.
Af seerlig betydning er her forstaelsen af den rolle eksplicitte eller implicitte “kvan-

torer” spiller i matematiske udsagn, ikke mindst nar de kombineres.

Didaktiske og psedagogiske kommentarer

For at kunne arbejde som matematiklerer pa et hvilket som helst undervisnings-
trin, som altid leegger op til anleggelse af en rekke forskellige faglige synsvinkler,
er det vigtigt at have en grundleggende indsigt i, hvilke typer af spgrgsmal og svar,
som hgrer hjemme netop i undervisningsfaget matematik pa det pagaldende trin.
Endvidere er det i forbindelse med fx igangsattelse af fagligt relevant virksomhed
hos eleverne vigtigt ikke alene selv at kunne formulere saddanne spgrgsmal og ud-
teenke mulige svar, men ogsa at have en fornemmelse af hvilke typer af svar, der
kan forventes af elever pa et givet trin.

Ofte vil elevernes egne iagttagelser og resultater vaere knyttet til konkrete situatio-
ner og enkelttilfeelde. Det er derfor vigtigt, at leereren med udgangspunkt i sédanne
situationer og enkelttilfeelde er i stand til at bringe arbejdet blandt eleverne videre,
ved at kunne foretage begrebslige abstraktioner samt udlede og fremh@ve generelle
egenskaber og sammenh&nge.

Med henblik pa at skabe klarhed i undervisning og l@ring, mé lereren kunne af-
ggre, hvornar foreliggende betingelser optraeder som ngdvendige og/eller tilstraek-
kelige for et objekts besiddelse af en given egenskab. Endvidere er det vaesentligt,
at lereren er 1 stand til at afggre, om elever fx er i feerd med at navngive matemati-
ske objekter eller med at udtale sig om egenskaber ved sadanne.

Eksemplificering

Eksempler pa karakteristiske undervisningsrelevante spgrgsmal, som det er vigtigt,
at lereren kan forholde sig til — og selv formulere, men ikke ngdvendigvis besvare
— kunne vere:

A: “Findes der brgker, som ikke kan omskrives til decimaltal?”’

B: “Nej.”
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A: “Findes der decimaltal som ikke kan omskrives til brgker?”
B: “Ja, fx m.”

A: “Ien sedvanlig kasse er summen af de tre vinkler i et hjgrne jo 270°. Er det
altid tilfeldet med et legeme ‘bygget af’ seks parallellogrammer?”

B: “Nej. Man kan have vinkelsummen i et sadant ‘3-hjgrne’ lige sa lille, det
skal vere, nar blot summen er positiv, og lige sé tet pa 360° det skal veare,
s l&enge summen er under — men ikke pa — 360°.”

A: “Hvor mange rationale tal findes der, set i forhold til de naturlige tal?”

B: “Lige s& mange (ndr vi har truffet en bestemt beslutning om hvad lige mange
betyder).”

A: “Findes der, ligesom for 1. og 2. gradsligninger, en tilsvarende formel for
Igsningen af en generel n’te gradsligning?”

B: “Nej, det ggr der ikke.”

A: “Hvorfor kaldes de hyperbolske funktioner egentlig hyperbolske, og hvorfor
indgar der cos, sin osv. i betegnelserne for dem?”

B: “Det skyldes for det fgrste, at der gelder den ‘hyperbolske idiotformel’
cosh?x — sinh?x = 1, som pd den ene side viser, at punktet (coshx, sinh x)
altid ligger pa en hyperbel, og som pa den anden side minder om den
sedvanlige idiotformel for cos og sin (der forresten bevirker, at disse i
visse sammenhznge kaldes cirkelfunktioner). For det andet er cosh’ = sinh,
sinh’ = cosh, tanh’x = —1— osv. Disse geometriske og trigonometriske

h2
slegtskabsforbindelser erC (ﬁagxgrunden for navngivningen.”

Det er ligeledes vigtigt, at leereren er i stand til at klarggre, at fx ethvert realistisk
forventeligt svar pa et spgrgsmal om befolkningens gennemsnitsindkomst et be-
stemt ar ma fremkomme ved beregning, altsd ved en matematisk procedure, ikke
ved maling. Heroverfor leegger et spgrgsmal som “Hvornar var 1. verdenskrig?”
eller “Hvor mange fuglearter findes der i verden?” op til svar bestdende af tal, men
hverken spgrgsmalet eller svaret er karakteristiske for matematik.

Som et eksempel pa fagligt overskud i denne sammenhzng kan man nzvne be-
hovet for, at lereren kan stille sig spgrgsmél som “Hvorfor kan man tillade sig at
udtage 30 10-stikprgver ud af en mangde pa 10000 uden tilbageleegning, og sa
foretage beregninger ud fra en binomialfordeling, der jo forudsatter stikprgveud-
tagningen med tilbageleegning? Er det fordi 30 10-stikprgver udggr s lille en del af
10000, at det ikke spiller nogen rolle, om de l&gges tilbage igen?” Et andet eksem-
pel kunne vere “Hvorfor er det egentlig, at man for sandsynligheder pa uendelige
sandsynlighedsfelter forlanger c-additivitet og ikke blot additivitet?”.

Fagligt overskud
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Betydningen af at lereren kender til, forstar og kan hdndtere matematiske begre-
bers reekkevidde og begreensning, samt abstraktion, kan illustreres med en tenkt
dialog mellem en l@rer og en elev:

E:

L:

“Vi ved, at i et kvadrat er alle fire sider lige lange. Hvis nu alle fire sider i en
firkant er lige lange, kan man sé vere sikker pé, at den er et kvadrat?”

“Lad os se pa sagen. Hvad skal der til, for at vi kalder en figur et kvadrat?”
“Sé skal den vere et rektangel, hvor alle siderne er ens?”

“Ja, og der siges du noget, ud over at siderne skal vere ens, nemlig hvad?”
“At figuren skal vere et rektangel.”

“Og hvad betyder det?”

“At alle fire vinkler er rette.”

“Hvad skal der sa alt i alt til for at vere et kvadrat?”

“Figuren skal have fire ens sider og fire rette vinkler.”

“Ja. Kan man s4 forestille sig en figur pa fire ens sider, men ikke fire rette
vinkler?”

“Na ja, hvis man trykker et kvadrat sammen i to modstédende hjgrner, uden
at eendre pa siderne — forstar du hvad jeg mener? — er figuren ikke langere et
kvadrat, men den har stadig fire ens sider.”

“Nemlig. Man kan altsa godt have firkanter med lige lange sider, uden at der
behgver at vere tale om kvadrater. De kaldes rhomber.”

“Sa er et kvadrat altsd en rhombe, men en rhombe behgver ikke at vaere et
kvadrat?”’

“Netop!”

Her er et andet eksempel:

E:

“Jeg har hgrt, at man kan tale om eksponentialfunktionen af komplekse tal.
Kan det virkelig passe?”

“Ja, det passer. Man beslutter, at hviz z er det komplekse tal z = x + iy, er
exp(z) = exp(x)[cosx + isiny], hvor alle funktionerne pa hgjresiden er de
kendte reelle, og hvor i er den imaginare enhed. Men man kan jo ikke vare
bekendt at kalde en nydefineret funktion for noget kendt, hvis ikke der er en
forbindelse til det kendte. Men det er der faktisk. For det fgrste, hvis z er
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reel, dvs. hvis y = 0, stemmer den nye funktion overens med den gamle. For
det andet kan man vise, at den nye funktion opfylder en rekke egenskaber,
som er karakteristiske for den reelle eksponentialfunktion, hvoraf en af de
vigtigste er, at exp(z+w) = exp(z) -exp(w).”

Et eksempel pa gymnasieniveau pa udvidelsen af matematiske begrebers rakke-
vidde har vi, nir man gar fra at definere sinus, cosinus og tangens for vinkler i
retvinklede trekanter til vinkler placeret i en enhedscirkel, og siden til argumenter
iR.

Nar det geelder om at fremme forstdelsen af, hvad der ligger i generalisering kunne
lereren

* tage udgangspunkt i enkelteksempler som 1 +3=4,3+6=9,0g 6+ 10 =
16, og stimulere eleverne til at generalisere til formodningen “summen af to
pa hinanden fglgende trekantstal er altid et kvadrattal”.

¢ arbejde med generalisering (ikke ngdvendigvis godtggrelse) af pastanden
0,99999... =111 7,99999... =T + 1 for ethvert naturligt tal T'.

* satte sine elever til at undersgge, hvor mange af den reelle eksponentialfunk-
tions egenskaber, der ogsé gelder for den komplekse.

Det er vigtigt for lereren at kunne hjelpe eleverne til at skelne mellem forskellige
slags matematiske udsagn, fx i forhold til at

¢ skelne mellem definitionen pa hgjderne i en trekant og den s@tning (korrekte
pastand), at hgjderne i en trekant altid skerer hinanden i samme punkt. Og
mellem denne péstand og pastanden (som ligeledes er korrekt) om, at ogsa
medianerne skerer hinanden i samme punkt.

» forsta at pastande som “Hvis —1 <x < 1, mi 1 —x? > 0” og “En funktion,
der er differentiabel i et punkt, er ogsa kontinuert i punktet” er formodninger
indtil de er bevist.

« afggre hvilke af péstandene der er hhv. ngdvendige og tilstraekkelige i ud-
sagn som “Da firkant ABCD er et parallellogram, halverer firkantens diago-
naler hinanden” (at vide/indse at pastandene faktisk er akvivalente, krever
specifikke geometriske kundskaber, som ikke kan indfanges alene af tanke-
gangskompetencen) og “Eftersom vinklen v ligger i intervallet |7/, [, har

vicosv=—V1— sin?y.”

Fremme forstéelsen af, hvad
der ligger i generalisering

Skelne mellem forskellige
slags matematiske udsagn
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7.2.2 Problembehandlingskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestér dels i at kunne opstille, dvs. detektere, formulere, af-
grense og pracisere forskellige slags matematiske problemer, “rene” sdvel som
“anvendte”, “dbne” savel som “lukkede”, dels i at kunne Igse saidanne matematiske
problemer i ferdigformuleret form, egnes savel som andres, og om forngdent eller

gnskeligt pa forskellige méader.

Didaktiske og psedagogiske kommentarer

For at kunne igangsette og lede lereprocesser af undersggende, eksperimenterende
og problemlgsende art blandt eleverne er det i fgrste omgang vigtigt, at laereren selv
er fortrolig med sadanne processer. Erfaringsmassigt finder mange lerer- og uni-
versitetsstuderende det til at begynde med vanskeligt at arbejde problemlgsende,
for ikke at tale om problemopstillende. Pa den baggrund bgr formulering og 1gs-
ning af matematiske problemer vare et gennemgaende treek i forberedelsen til ma-
tematiklarerprofessionen.

Som tilretteleegger af undervisnings- og leeringsaktiviteter ma lereren kunne op-
stille og formulere problemstillinger og spgrgsmal, som kan give anledning til pro-
blemlgsende virksomhed hos eleverne. Det indgar heri i at kunne udpege, velge,
formulere og precisere en mangfoldighed af matematiske problemer, som i forhold
til forskellige elevgrupper kan give anledning til en sadan virksomhed. Det siger
sig selv, at lereren selv skal vere fortrolig med at Igse sddanne problemer. Og i
betragtning af, at eleverne ofte har meget forskellige foruds@tninger, er det sarlig
betydningsfuldt, at leereren er i stand til at anlegge forskellige strategier over for
behandlingen af et foreliggende problem, og til at hjelpe eleverne til at gribe det
an fra en raekke forskellige vinkler, afhangigt af deres forudsatninger.

Eksemplificering

Nar det geelder evnen til at lpse feerdigformulerede, lukkede problemer med poten-
tiel anvendelse i matematikundervisningen, er det vigtigt, at lereren har en stor
fond af erfaringer, ogsd ud over hvad der (kan) tages op pa det givne trin. Som
eksempler herpd kunne nevnes:

* “Udtryk pa talmassig form forholdet mellem stykkerne i en linje AC opdelt
af punktet B sadan, at forholdet mellem hele linjen og det stgrste af stykkerne
er det samme som forholdet mellem det stgrste og det mindste af stykkerne”
(det gyldne snit).
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* “Hvad er mest fordelagtigt, ved kgb af en vare med rabat, at fa rabatten for
eller efter tilleeg af moms?”

* “Bestem summen af alle de firecifrede tal som kan dannes af forskellige
cifre, valgt blandt 1,2,3,4,5,6,7,8,9.”

* “Hvornar star den store og den lille viser fgrste gang efter kl. 12 i direkte
forlengelse af hinanden?”

* “Bestem dimensionerne i papirark i A-format, nar disse er defineret ved, at
A0 er 1 m?, og ved, at A(N + 1) fremgér af AN ved halvering vinkelret pa
den lengste side.”

* “Lad punktet P vare et indre punkt i en halvcirkelskive. Konstruer P’s pro-
jektion pa diameteren med lineal alene.”

* “Bestem alle funktioner f : R ~ R, som opfylder, at f(x) — f(y) < (x—y)?
for alle x,y € R.”

* “En lerebog indeholder fglgende opgave: ‘Vi betragter en retvinklet trekant,
hvis hypotenuse er 8, mens hgjden pa den er 5. Hvad er arealet?” Opgaven
indeholder en fejl. Find denne.”

Et eksempel pa lererens formulering og preecisering af et problem, som kan danne
udgangspunkt for eleveres undersggende arbejde med flisemgnstre, kunne vere,
“Hvad skal der gelde for en reguler polygon, hvis den skal udggre det eneste
grundelement i et dekkende flisemgnster?”’, og videre “Hvad kan man fx sige om
antallet af kanter i polygonen?”.

En mere dben problemstilling som udgangspunkt for elevaktivitet kunne vere
spgrgsmalet:

* “Hvor mange forskellige firkanter med arealet 2, kan der bygges pa et sgm-
bret?”

* “Hvad vil vaere en hensigtsmassig placering af et kulturhus pa landet, nar
afstanden for beboerne i garde og huse med kendt placering skal vere sa lille
som mulig?” (et eksempel pa en problemstilling, der kraever pracisering fra
elevernes side).

¢ “Hvad kan man sige om forholdet mellem to pé hinanden fglgende tal langt
ude i en sakaldt Fibonacci-fglge a,b,a+ b,a+2b,2a+3b,...7”

Som et eksempel pa et rent og relativt lukket matematisk problem, som leereren bgr
have kompetence til at hdndtere pd flere forskellige mdder, kunne nevnes:

* “Hvor stor en fejl begar man egentlig ved at tilneerme omkredsen af en cirkel
med omkredset af en ligesidet n-kant?”

Formulering og pracisering
af et problem

Handtere pa flere forskellige
mader
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som fx kan praciseres til

* “Hvad er differensen mellem omkredsen af en cirkel med radius r og om-
kredsen af en indskrevet, ligesidet n-kant udtrykt ved hjelp af r og n, og
hvornar er fejlen ved at erstatte cirklens omkreds med n-kantens omkreds
mindre end fx 1%?”

Et andet eksempel pa, at en reekke forskellige angrebsmader kan komme pé tale
over for et opstillet problem, er at bede eleverne tage udgangspunkt i 1,2,3...n
punkter i planen, hvoraf ikke tre ligger pa samme linje, og sgge svar pa spgrgsma-
let “Hvor mange forskellige trekanter med hjgrner i de n punkter kan der tegnes?”.
Her er det vigtigt, at lereren kan betjene sig af eller forholde sig til flere forskellige
lgsningsstrategier (simple optellinger, systematiserede optallinger, egentligt kom-
binatoriske tellemetoder, udledning af “mgnstre” i antallet af trekanter for kon-
krete, stigende vardier af n).

Endnu et eksempel:

* “Anne er 8 ar, og hendes mor er 38. De har fgdselsdag samme dag. Hvilken
alder har moderen, nar hun er tre gange s gammel som datteren?”

Problemet kan enten lgses ved opstilling af ligningen 38 4+ x = 3(x+ 8), hvor x er
datterens alder; eller ligningerne y = 3x og y —x = 30, hvor y er moderens alder,
x datterens. Man kan ogsa velge at tage udgangspunkt i den konstante aldersdif-
ferens pa 30 ar og konstatere, at nar moderen er 3 gange sa gammel som datteren,
ma differensen vere den dobbelte af datterens alder, som derfor mé vere 15 ar.
Lererens problembehandlingskompetence bgr ogsa rakke til at assistere eleverne
med at behandle udvidelser af den oprindelige problemstilling, fx til “Hvornar er
moderen fem gange sd gammel som datteren?”.

7.2.3 Modelleringskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestar pa den ene side i at kunne analysere grundlaget for og
egenskaberne ved foreliggende modeller og at kunne bedgmme deres rekkevidde
og holdbarhed. Hertil hgrer at kunne “afimatematisere” (trek ved) foreliggende ma-
tematiske modeller, dvs. at kunne afkode og fortolke modelelementer og -resultater
i forhold til det felt eller den situation som er modelleret. P4 den anden side bestér
kompetencen i at kunne udfgre aktiv modelbygning i en given sammenhang, dvs.
at bringe matematik i spil og anvendelse til behandling af anliggender uden for
matematikken selv.

Aktiv modelbygning indeholder en raekke forskellige elementer. Fgrst at kunne
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strukturere det felt eller den situation der skal modelleres. Dernast at kunne gen-
nemfgre en matematisering heraf, dvs. en oversattelse af objekter, relationer, pro-
blemstillinger m.v. til et omrade af matematikken, resulterende i en matematisk
model. At kunne behandle den opstaede model, herunder lgse de matematiske pro-
blemer den matte give anledning til, samt at kunne validere den ferdige model,
dvs. bedgmme dens holdbarhed béde internt (i forhold til modellens matematiske
egenskaber) og eksternt (dvs. i forhold til det felt og den situation modellen om-
handler). Der indgér tillige at kunne analysere modellen kritisk, bade i forhold til
dens egen brugbarhed og relevans og i forhold til mulige alternative modeller, og
at kunne kommunikere med andre om modellen og dens resultater. Endelig ind-
gar det i aktiv modelbygning at have overblik over og kunne styre den samlede
modelleringsproces.

Didaktiske og pseedagogiske kommentarer

Det er vaesentligt, at en matematiklaerer kan igangsatte og lede elevers arbejde, sa-
vel med foreliggende modeller (fx fra skolebgger eller andre publikationer, fx ar-
tikler) som med aktiv modelbygning af enkle situationer. Leaereren mé derfor selv
vare i stand til at analysere og vurdere andres brug af matematik til anvendelses-
formal og til selv at bringe matematik i anvendelse i forhold til problemstillinger
og situationer i omverdenen.

En vasentlig, men traditionelt ogsd meget vanskelig, side af matematisk model-
lering i undervisningssammenhang er elevers etablering og erkendelse af relatio-
nerne mellem pa den ene side foreliggende modeller, eller elementer i sadanne, og
pé den anden side de situationer og omstendigheder som er modelleret. Det er der-
for vigtigt, at leereren selv er fortrolig med at kunne afkode og fortolke modeller
og modelelementer.

Nar det geelder elevernes eget arbejde med matematisk modellering, vil det i mange
situationer vere ngdvendigt eller hensigtsmessigt at udvalge visse dele af model-
leringsprocessen (fx afkodning af elementer i en foreliggende model i forhold til
en given situation) som genstand for undervisning. Lareren ma derfor selv be-
herske de delprocesser (strukturering af situationen, matematisering, fortolkning,
validering osv.), der indgér i en modelleringsprocess, og han/hun ma, med henblik
pa udvalgelse og vurdering af sverhedsgraden i de enkelte processer, ogsa vere i
stand til at skabe sig overblik over den samlede proces i konkrete situationer.

Eksemplificering

Nar det gelder lererens evne til at analysere grundlaget for og egenskaberne
ved foreliggende (eller foresldede) modeller af potentiel relevans for skolen, og at
kunne bedgmme deres rekkevidde og holdbarhed, kan man fx betragte rimelighe-
den af at benytte et “plat-og-krone”-baseret eksperiment til at simulere fordelinger

Analysere og vurdere andres
brug af matematik

Atkode og fortolke modeller
og modelelementer

Beherske modelleringspro-
cessen

Analysere grundlaget for og
egenskaberne ved modeller
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af drenge og piger i bgrnefamilier. Eller binomialfordelingen b4 1 som grundlag
for at vurdere chancen for forskellige typer af gevinst i tips. ‘

Andre eksempler kunne veare at forstd og bedgmme grundlaget for at bruge den
preskriptive body-mass-index model (BMI = V&8llks]/hgjde)?m?]) for undervagt,
normalvegt, overvagt og fedme af mennesker. Eller de preskriptive modeller for
takstsystemet for taxakgrsel, frankeringstakster pa breve, satssystemet for ind-
komstskat, fastleggelse af den effektive rente ved obligationskgb m.m.m.

Et eksempel pa afmatematisering af en model kunne vere at fortolke sammenhzn-
gen mellem nedbgr og vindforhold ud fra en korrelationskoefficient, der er beregnet
ud fra observationer af vindforhold og nedbgr gennem en bestemt periode. Eller at
kunne udrede relationen mellem, pa den ene side, elementerne i formlen

(I+r)"—1
r

f(n)=y-

og, pa den anden side, en annuitetsopsparing.

Bedgmmelse af foreliggende matematiske modellers egenskaber er af serlig be-
tydning for en reflekteret vurdering af deres holdbarhed. Som fx fglsomheden over
for &endringer af de indgéende parametre af Danmarks Statistiks model for en lang-
tidsbefolkningsprognose for Danmark.

Hvad angér aktiv modelbygning, kan man fx tenke sig projektpraegede aktiviteter,
der tager udgangspunkt i fglgende eksempel:

A’s bil har en aktuel verdi pa 20000 kr. Skal den bringes i en forsvarlig stand, ma
den repareres for ca. 10000 kr., hvorefter den formodentlig kan holde i to ar endnu.
Er det en god lgsning at fa den repareret, eller skal A hellere kgbe en ny bil straks?
Her indbefatter modelbygningen det at kunne

- strukturere en situation, der her bestar i at identificere de afggrende kompo-
nenter af betydning for modelbygningen, sasom af priser pa ny biler, 1&nebe-
tingelser, afskrivning pa hhv. nye og gamle biler osv..

- gennemfgre en matematisering af situationen og en behandling af denne, der
her kunne bestd i at beregne udgifter for de naste to ar for hhv. en ny og
en gammel bil, og beregne vardiforringelse efter to ar pa begge biler og
sammenligne disse beregninger.

- validere modellen ved fx at vurdere om der undervejs er sket uhensigtsmas-
sige forenklinger.

- analysere modellen kritisk, fx ved at vurdere mulighederne for yderligere
reparationsomkostninger pa den gamle bil, inddrage spgrgsmal om benzin-
forbrug, sikkerhed, behagelighed m.m..
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- kommunikere med andre om modellen og dens resultater, fx ved at kunne re-
deggre for problemstillingen, den valgte undersggelsesform, og ved at vere
i stand til at begrunde konklusionen med inddragelse af relevante forbehold
for rekkevidden af den.

Andre eksempler kunne vere opstilling af en model til besvarelse af spgrgsmal
som

* “Hvor langt er der til horisonten, nar man stér og ser ud over havet?”
* “Hvor hgj er ‘denne’ skorsten?”

* “Hvordan kan grundplanen for et hus se ud, hvis dets areal skal vare
120 m*?”

* “Hvor dyrt er det at tale i mobiltelefon?”

* “Er det muligt, at gennemsnitsalderen i en befolkning er 35 &r, samtidig med
at mindst 40% af befolkningen er 60 eller derover?”

» “Bagerkasser er foldet/udskaret af et rektanguzert stykke karton. Ved hvilke
dimensioner af en sddan kasse rummer den mest?”

7.2.4 Rasonnementskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestar pa den ene side i at kunne fplge og bedgmme et mate-
matisk reesonnement, dvs. en kade af argumenter fremsat af andre pa skrift eller
i tale til stgtte for en pastand, specielt at vide og forstd hvad et matematisk bevis
er, og hvordan det adskiller sig fra andre former for matematiske r&sonnementer,
fx heuristiske reesonnementer hvilende pa intuition eller pa betragtning af special-
tilfeelde, og at kunne afggre hvornar et matematisk reesonnement faktisk udggr et
bevis, og hvornar ikke. Heri indgar at forstd den logiske betydning af et modek-
sempel. Det indgér tillige i kompetencen at kunne afdekke de beerende idéer i et
matematisk bevis, herunder skelne mellem hovedpunkter og detaljer, mellem idéer
og teknikaliteter.

Pé den anden side bestiar kompetencen i at kunne udtenke og gennemfgpre infor-
melle og formelle raesonnementer (pa basis af intuition), herunder omforme heu-
ristiske r&esonnementer til egentlige (gyldige) beviser.

Fglge og bedgmme raesonne-
menter

Forsta hvad et bevis er

Udtanke og gennemfgre
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Didaktiske og psedagogiske kommentarer

Generelt er det en meget central del af en (matematik)lerers virksomhed at kunne
seette og leve sig ind i elevers made at teenke og, ikke mindst, resonnere pa. Nar
eleverne skal lzre at foretage selvstendige matematiske reesonnementer af den art,
som omfattes af resonnementskompetencen, er det siledes vigtigt, at leereren er i
stand til at saette sig ud over sine egne argumenter, bade med henblik pa at fglge,
karakterisere, kommentere og bedgmme elevernes resonnementer, og med henblik
pé at hjelpe dem til at udvikle deres matematiske raeesonneringsformaen.

I den daglige undervisning vil elevernes r@sonnementer og slutninger ofte vere
fragmentariske. For at sidanne elevbidrag skal kunne indga konstruktivt i den vi-
dere undervisning, er det vigtigt, at leereren med overblik og fleksibilitet er i stand
til eventuelt at omforme og skaerpe reesonnementerne og pa passende steder bringe
elementer af egentlig bevisfgrelse ind i billedet.

I grundskolen er det ikke altid muligt eller aktuelt at fgre egentlige beviser for
matematiske pastande. I stedet forklares, illustreres og sandsynligggres mange pa-
stande. I den forbindelse er det essentielt, bade at lereren selv er i stand til at skelne
mellem, hvornar et reesonnement har karakter af et bevis, og hvornar der “blot” er
tale om en god forklaring eller illustration, og at han/hun er i stand til at hjelpe
eleverne til at foretage en sadan skelnen.

Der er i grundskolen granser for, hvor dybtgdende og detaljeret man kan arbejde
med matematisk bevisfgrelse. Det er derfor vaesentligt, at leereren i undervisningen
kan fokusere pa og formidle grundleeggende idéer ved beviser uden ngdvendigvis
at medtage alle detaljer. Det kraever, at han/hun i disse sammenhange er i stand til
at afdekke baerende idéer og til at styre, i hvilket omfang mere tekniske sider af et
bevis skal indga i undervisningen i en konkret sammenhzng.

Op igennem de gymnasiale og de videregdende uddannelser optraeder behandling
af beviser og aktiv bevisfgrelse med stigende intensitet og vegt. Her er det bl.a.
en vigtig opgave for lereren at hjelpe eleverne med at forstd og tage stilling til,
hvornar et bevisforslag er korrekt og fuldsteendigt pa det foreliggende grundlag.

Eksemplificering

En lerers evne til at kunne fglge og bedpmme elevers matematiske reesonnementer
kunne fx illustreres med fglgende tenkte dialog med en elev:

E: “Jeg har fundet ud af, at 3, 7 og 9 gar op i et tal, hvis de gér op i tallets
tversum.”

L: “Javel, hvordan kan du overbevise mig om det?”

E: “Jo, hvis du tager fx 642 og 231, sa gar 3 bade op i tvaersummerne 12 og 6
og i tallene selv. Og 133, 455, og 511 har tveersummer som 7 gar op i, og 7
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gar ogsa op i tallene selv. Og hvis du tager fx tallene 297 og 2376, sa gar 9
op i tveersummen og ogsa i tallene.”

L: “Dine eksempler er gode nok, men virker det altid?”

&

“Ja, ggr det ikke? Jeg har nogle flere eksempler, men dem har jeg bare ikke
vist dig.”

“Prgv at se pa tallet 16. Passer din pastand pa det?”
“Ne, 7 gar op i tversummen, men ikke i 16.”
“Har du sa overbevist mig?”’

“Ne, det har jeg vel ikke. Men maske er det fordi 16 er 2-cifret. Alle mine
eksempler har flere cifre end to. Maske passer det for sddan nogle tal.”

“Hvad med 1616?”

E: “Na nej. 7 gér op i tversummen, men ikke i tallet. Sa det passer altsa kun

nogle gange med 7, men ikke altid. Men sa med 3 og 9 da? Kan man bevise
det?”

: “Ja, det kan man faktisk. Men det er lidt sveert at ggre rede for alle detaljerne

helt generelt.”

Lererens egen kompetence skulle ggre det muligt for ham/hende at fortsette dia-
logen séledes, selv om den neppe kunne finde sted i mange grundskoleklasser:

L:

“Sé lad os ngjes med at se pa fx 3-cifrede tal. Man kan gribe sagen an pa
samme made for andre antal cifre. Hvad er egentlig et 3-cifret tal ayajag?
Ja, det er jo et tal, som i virkeligheden har formen a10% +a; 10+ ag. Hvad
betyder det — at fx 9 gér op i et tal?”

“At tallet kan skrives som 9 gange et andet tal.”

L: “Nemlig. At9 gér op i tversummen betyder altsa, at T = ay + a; + a9 = 9d,

hvor d er et eller andet naturligt tal; tilsvarende med 3. Lad os nu se pa vores
3-cifrede tal. Det kan vi skrive pa en lidt snedig made, nemlig sadan her:
10> +a;10+ay = ay(99+1)+a;(9+1) +ag
= 99a;+ar+9a; +a; +a,
= 9-(llay+a;)+T
Hvisnu 9 gar op i T, som vi forudsatte, har vi i alt at
aa1ag = a2102+a110+a0
= 9-(11a2+a1)+T
= 9-(11a2+a1)+9d
= 9-(11a2+a1+d)
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Men det viser, at tallet kan skrives som 9 gange et naturligt tal. Med andre
ord gar 9 op i tallet. Havde vi nu set pa 3 i stedet, havde vi kunne argumentere
lige sadan. For 3 garjoop i 9-(11ay +ay) (det gér jo op i 9), og hvis 3 ogsa
garopi T, gar det altsa op i det samlede tal.”

E: “Det kunne jeg aldrig selv have fundet ud af.”

L: “Nej, det regnede jeg bestemt heller ikke med; det ville vere for meget for-
langt. Men maske kunne du nu prgve med 4-cifrede tal?”

Lererens evne til at aktivere et modeksempel pa “sokratisk” vis er centralt i fgrste
del af denne dialog. Noget tilsvarende kunne forekomme med et taenkt elevforslag
om, at hvis to trekanter har en vinkel, en hosliggende og en modstaende side fzlles,
ma de veere kongruente.

At bringe eleverne i stand til at forstd hvad et bevis er og til at kunne afggre, hvor-
ndr et matematisk reesonnement faktisk (ikke) udggr et bevis, kan eksemplificeres
ved at bede eleverne udpege — og om muligt rette — fejlene i resonnementerne

* “Det forholder sig sddan, at knap 70% af befolkningen ikke kommer pa bib-
liotekerne, nemlig 39% af mandene og 30% af kvinderne.”

* “Undersggelser viser, at 60% af gymnasieeleverne er piger. Med andre ord
géar 60% af pigerne i de bergrte aldersgrupper i gymnasiet.”

* “Der galder at 1 = 0. Vi har nemlig formlen (a + b)(a — b) = a* — b?, og
hvis vi her dividerer pa begge sider med a — b, far vijoa+b = (ﬂszz)/(a_b).

Tager vi nu a = b = /5, er venstresiden abenbart 1 (eftersom %—i— % =1),
mens hgjresiden abenbart er 0, fordi tzlleren er 0. Der gzlder jo, at a®> —b* =
0, nar a = b. Ergo er 1 = 0.” (Raesonnementet er forkert fordi a — b = 0, nar
a = b, og det er forbudt at dividere med 0. Undertrykkelsen af dette problem
er pointen i “snyderiet”).

Et andet eksempel kunne vare at vise, hvor og hvordan et klassisk geometrisk be-
vis for, at de tre hgjder eller de tre medianer i en trekant skeerer hinanden i samme
punkt, adskiller sig fra en illustration fremskaffet ved et dynamisk geometripro-
gram pa en computer.

Larerens evne til at assistere eleverne med at afdekke de beerende idéer i et (kor-
rekt) bevis kan illustreres séledes:

* “Gauss’ bevis for at 1 +2+...4+n = yn(n+ 1) hviler pa den idé, at man
kan bestemme summen ved hjelp af en ligning. Ved at legge tallet n+ ...+
2+ 1 til venstresiden fas dels den sggte sum to gange, dels n parenteser hver
bestéende af to tal, hvis sum er n+ 1. At udnytte dette til at udtrykke summen
er derefter teknik (multiplikation af » med n 4+ 1 efterfulgt af lgsning af en
enkel ligning).”
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“Der findes mange forskellige beviser for algebraens fundamentals@tning
(som siger, at ethver komplekst polynomien har en (kompleks) rod). Et af de
mest gengse hviler pa den idé, at et n’te grads polynomium P(z), opfattet
som (kontinuert) kompleks funktion, ma opfylde, at |P(z)| gar mod e for
|z| gdende mod e. Det bevirker, at der findes en afsluttet cirkelskive S =
{z||z] < r}, sddan at P uden for denne udelukkende antager veardier, som er
numerisk stgrre end en passende positiv konstant. Den kan altsa ikke have
nogen rgdder uden for cirkelskiven. Pa S, som er kompakt, antager |P|, der jo
er kontinuert, en mindstevaerdi. Var nu denne mindsteverdi positiv, kan man
opna en modstrid med de foreliggende fakta, idet man samtidig kan indse —
men det kraever lidt teknik — at inf {|P(z)||z € S} = 0. Ergo, ma den antagne
mindstevaerdi vaere 0, hvilket viser, at P har en rod i § og dermed i C.”

Endelig kan lererens rolle ved selvstendig bevisforelse, fra heuristik til formelt
bevis, illustreres med bestrabelser pa at bevise fglgende pastande:

“Summen af to pa hinanden fglgende trekanttal er altid et kvadrattal.”

“7 ma veaere den hyppigst forekommende sum af gjnene i et kast med to
terninger”, og at precisere de forudsatninger pastanden og beviset hviler

pa.

“Antallet af permutationer af et set genstande ma vere stgrre end antallet af
kombinationer af det samme sat” (et eksempel pé at et korrekt bevis ikke
behgver at kreve symbolske manipulationer).

“Der findes uendeligt mange rektangler, hvor omkredsen og arealet har den
samme verdi. Alle sidanne rektangler ma have sideleengder, der begge er
stgrre end 2.’

“Vi har et stykke kvadratisk papir ABCD, som foldes over en normal gennem
midtpunkt M af siden BC. Derefter foldes papiret over en endnu ubestemt
skra linje, sddan at hjgrnet A ender i M. Foldningslinjen gar gennem et punkt
F pa siden AB. Derved dannes en retvinklet trekant AFBM. Denne trekant
er altid en 3-4-5-trekant.”

“De funktioner f : R — R, der opfylder uligheden
@)= f) < (x—y)°
for alle x,y € R er netop de konstante funktioner.”

“De tre medianer i en vilkarlig trekant har et feelles skaringspunkt” opbyg-
get som et geometrisk bevis, fx med udgangspunkt i iagttagelser af enkelttil-
feelde.

Selvstendig bevisfgrelse
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7.2.5 Repraesentationskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestar dels i at kunne forstd (dvs. afkode, fortolke og skelne
mellem) og betjene sig af forskellige slags reprasentationer af matematiske objek-
ter, fenomener, problemer eller situationer (herunder symbolske, specielt algebrai-
ske, visuelle, geometriske, grafiske, diagrammatiske, tabelmassige eller verbale re-
praesentationer, men ogsa konkrete reprasentationer ved materielle objekter), dels
i at kunne forsta de indbyrdes forbindelser mellem forskellige reprasentationsfor-
mer for det samme sagsforhold og have kendskab til deres styrker og svagheder,
herunder informationstab og -tilvaekst, dels i at kunne veelge blandt og overseette
imellem forskellige representationsformer for et givet sagsforhold, alt efter situa-
tion og formal.

Didaktiske og psedagogiske kommentarer

Hvis en lerer skal varetage kvalificeret matematikundervisning, er det vigtigt, at
han/hun, med henblik pa at kunne tilgodese en sammensat elevgruppes meget for-
skellige baggrunde og foruds®tninger, kan belyse og behandle matematiske begre-
ber, emner og problemstillinger pd mange forskellige mader og iverksette elev-
virksomhed pé det grundlag. En vigtig forudsetning for dette er, at lareren selv
har kendskab til og kan betjene sig af et bredt spektrum af matematiske represen-
tationer, og at han/hun kan forholde sig til og bidrage til udviklingen af elevernes
brug af sddanne repraesentationer.

Lererens repertoire af repraeesentationsformer er imidlertid ikke kun vesentlig i for-
hold til spredningen i elevernes forudsatninger. Det er ogsa vigtigt at kunne bringe
en rekke repraesentationer i spil med henblik pé belysning af et givet sagsforhold,
og i den forbindelse at kunne vurdere representationernes styrker og svagheder,
bl.a. med det formal at kunne prioritere imellem dem, ogsa i en undervisningssam-
menhang.

Af vigtighed er det tillige, at lereren i forhold til den ofte brogede elevskare, og af
hensyn til den alsidige belysning af begreber og emner, formar at skabe og bevare
“en r@d trdd” i undervisningen ved at knytte forbindelser mellem de forskellige
representationsformer.

Eksemplificering

Et eksempel af relevans for de fgrste ar af grundskolen pa denne kompetence kunne
vare lererens evne til, over for eller sammen med eleverne, at finde repraesenta-
tioner af naturlige tal i form af tegnede streger, prikker o.a., eller klodser af ens
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form og stgrrelse, eller opskrivning af tal i positionssystemet ved hjelp af cui-
senairest&nger, centicubes, kuglerammer eller lignende og ved hjelp af symboler
i sedvanlig hindu-arabisk notation, romertal, m.v., samt ved verbal repraesentation
(eks. fem-millioner-ethundredeogseksogtyvetusinde-nihundredeogsyvogtredive).

Et andet eksempel fra mindre bgrns verden er tidsangivelser, hvor viserure og di-
gitalure leverer @kvivalente, men helt forskellige representationer af det samme
klokkeslet.

Lengere fremme i uddannelsessystemet kunne sagen dreje sig om at forsta og
handtere forskellige repraesentationer af objektet 7w og forbindelserne imellem dem.
Objektet kan reprasenteres savel ved selve dette symbol, fx pa en lommeregner,
som ved en uendelig decimalbrgk 3,14159265..., eller en rational tilnermelse
(med deraf fglgende ungjagtighed) med fx brgkerne 2%; eller 223;;. Men T kan
ogsa reprasenteres geometrisk som omkredsen af en cirkel med diameter 1. Pa
videregdende trin er 7 fx representeret som summen af forskellige uendelige rek-
ker, eller som en verdi dannet ud fra diverse omvendte trigonometriske funtioner,
fx 4arctan 1. I sddanne forbindelser er det vigtigt, at lareren kan bidrage til, at
det bliver klart for eleverne, hvilken reprasentation der kan veare pa tale, nar de i
forskellige sammenhenge stilles over for andres paberabelse af objektet 7.

Et andet eksempel kunne vere at skelne mellem og sammenholde reprasentatio-
nerne af en parabel som henholdvis grafen for et andengradspolynomium, et plant
geometrisk sted givet ved ledelinje og breendpunkt, og et bestemt snit i henholds-
vis en matematisk kegle og i en lyskegle, fx frembragt af en lommelygte holdt i en
passende stilling i forhold til en veg.

Som et gennemgaende eksempel pa betydningen af at kunne forstd og handtere de
indbyrdes forbindelser mellem forskellige repraesentationsformer for det samme
sagsforhold, og at kunne pege pa deres respektive styrker og svagheder, kan nzvnes
repraesentation af funktioner ved regneforskrifter, grafer, tabeller, regneark osv.

En illustration kan veere en funktion, der, repreesenteret pa forskellig vis, beskriver
udviklingen af et bankindlan pa 100 kr. forrentet med 5% p.a.:

- Som tabel:

x 0 1 2
y 100 105 110,25

- Som regneforskrift: f(x) =100-1,05".
- Som en eksponentielt voksende graf.

- I et regneark baseret pa den frembringende rekursive relation f(x+ 1) =
f(x)-1,05.

Lengere fremme i uddannel-
sessystemet

Forsta og handtere indbyrdes
forbindelser
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En beslagtet illustration kan veare, at lereren i en given sammenh@ng kan vur-
dere brugbarheden af, og om gnskeligt veelge imellem, den direkte formel y =
G - "/l1—(1+r) og rekursionsformlen G,, = G, + G - r — y til at repraesentere vig-
tige sammenha@nge mellem de centrale stgrrelser i en geldsannuitet.

Et eksempel pa, at vekslingen mellem repraesentationer af leereren kan bruges til at
konsolidere forstaelsen af matematiske resultater, er sammenha@ngen mellem om-
skrivninger som (a+b)? = a® + b* + 2ab og arealbetragtninger baseret pa opdeling
af et kvadrat med siden a + b i delkvadrater og -rektangler.

Pé tilsvarende made kan uligheden mellem de geometriske og det algebraiske gen-
nemsnit af to ikke-negative tal x,y illustreres geometrisk pa fglgende méade: Af-
settes x og y som linjestykker i forlengelse af hinanden, tegnes en halvcirkel med
det sammensatte stykke som diameter, og oprejses normalen til diameteren i dele-
punktet mellem linjestykkerne til skeering med cirkelperiferien i punktet P, opstéar
en retvinklet trekant. Hgjden h fra P er mellemproportional mellem x og y, dvs. &
er netop det geometriske gennemsnit af x og y. Hgjden er abenbart hgjst radius i
cirklen, altsa )% Dermed gelder, at /xy < )% Det er just indholdet i uligheden
for to variable. Dette eksempel er tillige velegnet til at diskutere fordele og ulemper
ved sadanne reprasentationer i forhold til hinanden.

7.2.6 Symbol- og formalismekompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestar dels i at kunne afkode symbol- og formelsprog, i at kunne
overscette frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk sprog og naturligt
sprog, og i at kunne behandle og betjene sig af symbolholdige udsagn og udtryk,
herunder formler. Dels i at have indsigt i karakteren af og “spillereglerne” for for-
melle matematiske systemer (typisk aksiomatiske teorier).

Didaktiske og psedagogiske kommentarer

P4 alle trin skal leereren gennem egne beskrivelser, forklaringer, illustrationer og
konkretiseringer, savel som gennem skabelse af situationer for elevvirksomhed,
kunne stgtte elevernes arbejde med mere eller mindre abstrakte symbolholdige ud-
tryk. Som grundlag for det ma lereren naturligvis selv vare fortrolig med at kunne
afkode symbol- og formelsprog.

Dette ma i hgj grad bygge pa leererens og elevernes brug af naturligt sprog. Derfor
er det vesentligt, at han/hun er i stand til selv at overs®tte frem og tilbage mel-
lem symbolholdigt matematisk sprog og naturligt sprog, og til at kunne stimulere
elevernes tilsvarende oversattelser.

At opstille, omforme og anvende (herunder fortolke) symbolholdige udtryk er erfa-
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ringsmassigt seerdeles vanskeligt for mange elever pa nasten alle trin. For at kunne
forsta eleverne og deres ofte meget forskellige vanskeligheder, og for at kunne
hjelpe dem med at overvinde disse, mé lereren selv kunne héndtere sadanne ud-
tryk med betydelig sikkerhed og overskud, og med et overblik der ggr ham/hende i
stand til at handle fleksibelt og effektivt i undervisningssituationerne. Dette er der
ikke mindst brug for, nar lareren skal kunne forstd, assistere og stimulere elever,
som har et vaklende eller uortodokst, opfindsomt, eller maske ligefrem skabende,
forhold til symbolske manipulationer.

Betydningen af, at lereren har indsigt i karakteren af og spillereglerne for for- Spillereglerne for formelle
melle matematiske systemer, ligger pa grundskoletrinnene fgrst og fremmest i, at mat. systemer

lereren har brug for at kunne treekke pa viden om, hvad der “i sidste instans” kan

danne grundlaget for de matematiske begrebsdannelser, som er pa dagsordenen i

grundskolen. Pa videregéende trin er sidanne systemer selv genstand for under-

visning, hvorfor lereren selvsagt ogsa ma besidde de traek ved kompetencen, som

angar formelle matematiske systemer.

Eksemplificering

Pa det elementare plan er det vasentligt, at lareren kan hjalpe eleverne med at Det elementzre plan
komme til klarhed over vilkdrene for omgang med tal og talbehandling, inklusive
aritmetiske udregninger. Det kan dreje sig om

* at bringe dem til forstd positionssystemet i opskrivningen og afl@sningen af
tal som 406.

¢ konventionerne i at man ikke har lov til at skrive 6 + -5 eller 6 — —3 (mens
6 + +3 ikke er meningslgst, men darlig syntaks).

* at5-(3+4) ikke er det samme som 5-3 + 4.

* at (23)4 ikke er det samme som 2 oplgftet til 3*, men det samme som 2!, og
generelt, at X pr. konvention betyder x09),

e at4 < 7 er et udsagn og ikke et udtryk.
* hvad der menes med n!, med 7/ eller med 7,423423423.. ..

* hvorfor man ikke (i skolen!) kan uddrage kvadratroden af et negativt tal,
mens dette bliver muligt inden for de komplekse tal.

Pa senere trin kan det dreje sig om for laereren at fa eleverne til at forsta spillereg- Senere trin
lerne for omgang med koordinatsystemer, hvilket fx indebarer at kunne

* Fortolke {(x,y)|x =t,y =3t — 7, € R} som mangden af alle reelle talpar,
hvor fgrstekoordinaten antager en vilkarlig reel vaerdi, mens andenkoordina-
ten er bundet til at vere netop tre gange denne verdi, minus 7.



“Overseatte”
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* Analysere funktionsforskriften f(x) = ax? + bx+ c algebraisk for alle koeffi-
cientset a, b og ¢ med henblik pé at kunne udtale sig om, hvilken betydning
koefficienterne har for funktionsgrafens beliggenhed i et koordinatsystem.

Af seerlig betydning er lererens evne til at fa eleverne til at forstd, at bortset fra hvad
der gelder nogle fa faste symboler, er der ret frit slag med symbolsk navngivning
af matematiske stgrrelser, nar blot forskellige stgrrelser ikke kaldes det samme, og
den samme stgrrelse (helst) ikke kaldes noget forskelligt i den samme symbolsam-
menhang. Men ogsa at det ikke desto mindre er nogle i princippet helt tilfeldige
konventioner, som ggr, at bestemte slags stgrrelser ofte kaldes noget bestemt, som
nar koefficienter, konstanter og parametre gerne navngives med bogstaver i begyn-
delsen af alfabetet, mens variable kaldes x, y, z, osv. Det er imidlertid vasentligt
for leerere ogsa at kunne handtere situationer, hvor der helt brydes med disse kon-
ventioner.

Overseettelse mellem symbolholdigt matematisk sprog og naturligt sprog kan illu-
streres med lererens klarleggelse af

+ at identiteten (a+ b)(a —b) = a®> — b* bade udsiger at to vilkarlige tals sum
gange de samme to tals differens er lig differensen mellem tallenes kvadrater,
og — omvendt — at differensen mellem to tals kvadrater er det samme som
produktet af tallens sum og differens.

 at P(n,r) = K(n,r) - r! udsiger, at antallet af mader, hvorpa r elementer kan
udtages blandt n, sddan at der tages hensyn til elementernes rekkefglge,
er det samme som antallet af mader, hvorpa man kan udtage r elementer
blandt de n, uden hensyn til rekkefglgen, multipliceret med antallet af ma-
der hvorpa r elementer kan omordnes i forskellige reekkefglger.

* at formlen K(n,r) = K(n,n —r) blot udtrykker at antallet af valg af r ele-
menter blandt # stks er det samme som antallet af (fra)valg af n — r blandt de
n.

* inaturligt sprog at kunne forklare, hvad formler som

dIn(sin® x)

K,=K(1+r)" og P

=2cotx

udtrykker, og hvad der er forskellen pa
1
/ sintexptdt og /sintexptdt .
0

Et udbredt problem pa gymnasiale og videregdende trin er elevers tendens til ube-
kymret og jevnt hen fejlagtig brug af logiske symboler til at skabe forbindelse mel-
lem matematiske udsagn pa symbolsk eller dagligsproglig form. Noget lignende
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gor sig geldende med symboler hentet fra mengdeleren. Lareren bgr vaere i stand
til at hjelpe eleverne til at nerme sig en korrekt og hensigtsmassig anvendelse af
saddanne symboler.

Behandling og udnyttelse af symbolholdige udsagn og udtryk kan fx besta i, at
leereren ved hjelp af egnede spgrgsmal kan hjzlpe en elev frem til

+ ud fra formlen for volumenet af en cirkuler cylinder — V = 1t- 7 - h — at kunne
afggre, hvorvidt en fordobling af radius eller af hgjden giver anledning til den
stgrste @ndring af volumenet.

« at kunne omforme andengradsligningen ax> + bx+ ¢ = 0 siledes, at de even-

tuelle lgsninger
_ —bEVb?*—4ac
o 2a
fremkommer.

* generelt at kunne genkende [ f(g(z))g'(¢) dt som funktionen ¢ — F(g(t)),

hvor F er en stamfunktion til f, og specielt, at | %(:)) dt =1n|f(¢)| (forudsat,
at de optreedende integrander er integrable). ’

Endelig kan lererens evne til at hjelpe eleverne med at omgas formelle matema-
tiske systemer illustreres ved vilkarene og reglerne for omgang med de reelle tal,
herunder med behandling og lgsning af ligninger og uligheder, og med indsigt i,
hvad det vil sige at foretage geometriske konstruktioner pa grundlag af Euklids ak-
siomer, herunder forstdelse af i hvilken forstand (ikke hvorfor!) det er umuligt at
tredele en vinkel med passer og lineal. For gvrigt kan aksiomatisk euklidisk geo-
metri tjene som et eksempel pa en matematisk formalisme, som ikke behgver at
vere bragt pa symbolsk form.

7.2.7 Kommunikationskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestar dels i at kunne seette sig ind i og fortolke andres matema-
tikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle udsagn og “tekster”, dels i at kunne
udtrykke sig pa forskellige méader og pa forskellige niveauer af teoretisk eller tek-
nisk pracision om matematikholdige anliggender, skriftligt, mundtligt eller visuelt
over for forskellige kategorier af modtagere.

Didaktiske og paedagogiske kommentarer

Det er i sagens natur en helt central kvalifikation hos en lerer, at han/hun er i stand
til at indga i et kommunikativt fagligt samspil med eleverne.

Omgang med formelle mat.
systemer

Forsta og fortolke udsagn og
tekster

Udtrykke sig om mat.
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Det betyder for det fgrste, at leereren ma kunne sztte sig ind i og fortolke savel
skriftlige som mundtlige udsagn fra eleverne; herunder ma han/hun vere i stand
til at forholde sig til forskellige elevers udtryksformer, som kan variere meget med
hensyn til fx sprogbrug, teoretisk niveau og pracision. For det andet betyder det, at
lereren selv ma veere i stand til at udtrykke sig om matematiske anliggender pa va-
rieret made, savel skriftligt og mundtligt som visuelt, idet han/hun sgger at tilpasse
udtrykket til eleverne og til de gvrige omstendigheder i undervisningssituationen.
Variationen méa blandt andet omfatte faglig sprogbrug og dens pracisionsniveau,
kombination eller vekslen mellem tekst, tale, visuelle illustrationer, og andre for-
mer for udtryk.

Derudover er det vigtigt, at leereren kan hjelpe eleverne til at udvikle og udbygge
deres kommunikationskompetence ved at ggre forskellige kommunikationsformer
og -midler til genstand for undervisning.

Lereren ma tillige veere i stand til at vurdere fremstillingen og kommunikations-
kvaliteten af faglige emner i diverse slags undervisningsmaterialer, ikke mindst i
leerebgger.

Endelig er det vigtigt, at leereren kan kommunikere pa fleksible mader med kolleger
i og uden for faget og med fx foreldre om matematikundervisningens perspektiver,
problemstillinger, indhold og metoder.

Eksemplificering

Til illustration af lererens evne til at kommunikere med elever om basale matema-
tiske anliggender kunne man fx tenke sig fglgende dialog udspille sig mellem en
leerer og en elev pa de sene trin i grundskolen:

E: “Du siger altid, at vi ikke ma dividere med 0. Men jeg tror ikke vi har faet at
vide, hvorfor man ikke ma det; er det bare en regel eller hvad?”

L: “Ja, det er det faktisk.”
E: “Men hvor kommer den sa fra? Der ma da vere en grund.”

L: “Lad os prgve at se, hvad division gar ud pa. Hvis vi skulle dividere fx 1
med 0, sa skulle vi finde det tal, som ganget med O giver 1. Men et tal, lige
meget hvilket, ganget med O giver jo 0 og ikke 1. Sa divisionen kan slet ikke
lade sig ggre. Heller ikke hvis jeg havde valgt alle mulige andre tal end 1.”

E: “Nah ja. Men hvad nu hvis vi dividerer 0 med 0, s& gar det jo godt. Sa kan
man gange 0 med fx 10 og fa det rigtige, nemlig 0!”

L: “Du har ret, det havde jeg lige glemt. Vi kunne ogsi have ganget med 10'°
og stadig f 0! Sa ville 9/ = 10'°. Og lige fgr skulle det give 10.”
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E: “Det ma da vare noget sludder!”

L: “Netop. Divisionen af 0 med 0 ikke giver noget bestemt resultat, og s reg-
ner vi ogsé den for umulig. Kan du nu formulere grunden til at vi ikke ma
dividere med 07”

E: “OK, det er altsd forbudt at dividere med 0, fordi vi aldrig kan fa noget
bestemt ud af det. I de fleste tilfeelde far vi slet ingenting ud af det, og hvis
vi dividerer 0 med O, far vi hvad som helst.”

Man kunne forestille sig analoge dialoger om, hvorfor kvadratroden af et positivt
tal a altid er positivt, skgnt ligningen x> = a har bade positive og negative lgsninger,
om hvorfor det er forbudt - i skolen - at operere med kvadratroden af et negativt
tal, om hvorfor generelle potensfunktioner kun er defineret for positive verdier, nar
der ikke er noget problem med at uddrage kubikroden af ethvert reelt tal.

Et eksempel pa behovet for, at laereren kan seette sig ind i andres mundtlige udsagn
kunne vare: “1 dm?® er det samme som 1 liter. Nér der skal 1000 cm? til 1 dm?,
hvorfor skal der sa ikke 1000 cL, men kun 100 cL til 1 liter?”, hvor lereren skal

kunne ga i dialog med eleverne om betydningen af “deci”, “centi”. “milli” osv. i
forhold til forskellige enhedssystemer.

En illustration af det, at leereren kan udtrykke sig pa forskellig mdde, kunne besta
i, at leereren pé sene klassetrin kan referere til kommutativiteten af multiplikation,
mens han/hun i 3. klasse ville omtale det samme fenomen med dagligsproglige
udsagn som “det er lige meget, hvad vi tager fgrst, nar vi ganger to tal”, belyst med
forklarende eksempler, fx stgttet af tegninger. Pa videregéende trin kan lereren om-
tale det bestemte integral som en linear funktional, mens man i gymnasiet vil ind-
skreenke sig til at konstatere, at |, f (of(x)+Bg(x)) dx=0 f fx)dx+B /[ ab g(x) dx.

7.2.8 Hjaelpemiddelkompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestér dels i at have kendskab til eksistensen og egenskaberne
ved diverse former for relevante redskaber til brug for matematisk virksomhed, og
have indblik i deres muligheder og begreensninger 1 forskellige slags situationer,
dels i at veere i stand til, pa reflekteret vis, at betjene sig af sédanne hjelpemidler.

Didaktiske og paedagogiske kommentarer

Eftersom det er en af matematikundervisningens opgaver at fremme elevernes
kompetence til at begd sig med aktuelle og relevante matematiske hjelpemidler,
ma lereren selvfglgelig selv besidde denne kompetence i en rimelig udstrakning.

Sette sig ind i andres mundt-
lige udsagn

Udtrykke sig pa forskellig
made

Kende muligheder og be-
grensninger ved og kunne
betjene sig af hjelpemidler
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gangspunkter

Indsigt i didaktiske potentia-
ler

De helt sma klassetrin

Senere klassetrin
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Derudover underviser en matematiklerer typisk elever som sp@nder meget vidt
med hensyn til modenhed, forudsetninger, interesser, “leringsstil” osv. Derfor er
det vigtigt for lereren at have kendskab til og at kunne betjene sig af et bredt reper-
toire af hjelpemidler, som er typiske og tilgengelige for matematisk virksomhed
pa de trin, hvor han/hun underviser.

Lereren kan bringe forskellige hjelpemidler, fx it, i anvendelse som middel til
at igangsette eller fremme elevernes lereprocesser. Det betyder, at lererens eget
kendskab til og beherskelse af sddanne hjelpemidler ma kombineres med indsigt
i, hvad de enkelte hjelpemidler kan tilfgre matematikundervisningen med hensyn
til indhold og arbejdsméder pa forskellige trin og i forskellige sammenhzange.

Eksemplificering

Pa de helt smé klassetrin kan man navne laererens evne til at tage stilling til og
gennemfgre anvendelse af konkrete materialer som tellebrikker, centicubes eller
andre klods-, brik- eller stangsystemer, kuglerammer osv. til stgtte for forskellige
elevers begrebsdannelse, undersggelse af sammenh@nge og mgnstre, efterprovelse
af hypoteser, grundleggelse af ferdigheder osv.

Pa senere klassetrin kan der veere tale om at inddrage geometriske skabeloner, spi-
rografer, linealer, passere, vinkelmalere, terninger, sarligt indstreget papir, karton
til foldning eller udskering.

Vi kunne ogsa nevne lererens reflekterede igangsattelse af elevvirksomhed, der
indebzrer omgang med lommeregnere. Her er det centralt, at lereren har overblik
over, hvordan en sadan omgang kan influere pa elevers talbegreb og -forstaelse
samt kalkulatoriske forméen.

P4 samme vis skal leereren kunne tage stilling til anvendelsen af udvalgte computer-
programmer, fx til at skabe nye vinkler pa arbejdet med faglige emner og begreber.
Det kunne dreje sig om at

* fremme arbejdet med sandsynligheder ved hjelp af simulationer eller stati-
stiske undersggelser.

* gge mulighederne for grafisk stgtte til problemlgsning i tilknytning til arbej-
det med funktioner.

* vurdere, om et dynamisk geometriprogram egner sig til eksplorative under-
sggelser, fx af hvad der sker med arealet af en trekant, hvis man fasthol-
der grundlinjen og “traekker” i den modstaende vinkelspids, fx parallelt med
grundlinjen eller vinkelret pa denne, eller hvad der sker, nar man legger for-
skellige plane snit i en rumlig figur.

* vurdere brugbarheden af regneark til udregning af mange forskellige verdier
af formeludtryk og til frembringelse af diverse typer af diagrammer, eller til
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modelopbygning og —behandling (fx af typen saldo, = saldo, + saldo,, -
r+y til modellering af en annuitetsopsparing).

» forholde sig til mulighederne for ved hjelp af it-systemer at visualisere ma-
tematiske objekter, faenomener og situationer bade statisk og dynamisk.

* tage stilling til brugbarheden af forskellige it-barne matematikpakker til 1gs-
ning af ligninger, herunder differentialligninger, symbolsk algebra, numerisk
analyse, grafisk reprasentation, samt pakker som rummer serlige modelle-
ringsverktgjer m.v.

7.3 Overblik og demmekraft vedrgrende matematik som
fagomrade hos matematiklaerere

For matematiklerere er det vaesentligt at besidde overblik og dgmmekraft vedrg-
rende matematikken som fagomrade pa en sadan made, at de ikke blot kan forholde
sig til bestemte faglige og undervisningsmassige situationer, men ogsa til faget
som helhed.

Lereren skal selv besidde, og til eleverne kunne formidle, et dekkende billede af
matematikken, som den manifesterer sig i forhold til en elevs aktuelle og fremtidige
verden, og her spiller overblik og udgvelsen af dgmmekraft vedrgrende faget en
ngglerolle.

7.3.1 Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag og praksisomra-
der

Karakteristik

Genstanden for denne form for overblik og dgmmekraft er den faktiske anven-
delse af matematik til udenomsmatematiske formal inden for omrader af daglig-
dags, samfundsmassig eller videnskabelig betydning. Denne anvendelse kommer
i stand og til udtryk gennem bygningen og udnyttelsen af matematiske modeller.

Didaktiske og paedagogiske kommentarer

For en lerer er det vigtigt at have overblik over, hvornér, til hvad og af hvem ma-
tematik faktisk anvendes og kan anvendes, og hvorfor det har betydning at lere
matematik i et nutidigt samfund. Dette er en af foruds@tningerne for, at lereren
kan begrunde sin undervisning bade over for sig selv, over for elever og foraeldre
og over for kolleger.

Pé flere og flere undervisningstrin udbredes tverfaglig undervisning om emner og

Forholde sig til faget som
helhed

Hvem anvender mat. til hvad?

Begrunde egen undervisning

Tvearfaglig undervisning



Forholde sig kritisk til mat.’s
anvendelse og omstendighe-
der for berettiget anvendelse

Mat.’s udvikling i tid og rum

Mat. ikke uforanderlig

Historiske paralleller til
elevernes vanskeligheder
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temaer, ofte i form af projektarbejde. For at tilgodese lering af matematik, ogsa
i sddanne sammenhange, er det vigtigt, at leereren har en stor fond af viden om,
hvornar matematik kan bringes i anvendelse og med hvilket udbytte, og om hvor-
dan forbindelsen er/kan vere mellem matematik og andre fagomréader. Hertil hgrer
ogsa at kunne bedgmme, hvornar en aktivitet ikke kan give anledning til tilfreds-
stillende aktualisering af matematisk virksomhed.

I et stgrre perspektiv er det vigtigt, at leereren er opmarksom pa, at vaesentlige dele
af matematikkens anvendelse i dag er skjult i komplicerede modeller, ofte yderli-
gere camoufleret af en kraftig it-ikleedning. Denne anvendelse har ikke sjeldent be-
tydningsfulde samfundsmessige konsekvenser, savel af positiv som af negativ art,
og det pa et grundlag der lige s tit er ubegrundet som velbegrundet, om end mate-
matikken ofte tildeles en autoriter rolle i disse sammenhange, hvis denne rolle da
overhovedet kommer frem i lyset. Indblik i disse forhold er en forudsatning for, at
leereren pa én gang kan forholde sig kritisk til matematikkens anvendelse og have
blik for, under hvilke omstaendigheder anvendelsen er berettiget, begge dele for at
kunne medvirke til at bibringe eleverne en bade deekkende og nuanceret opfattelse
af forholdene.

7.3.2 Matematikkens historiske udvikling savel internt som i sam-
fundsmaessig belysning

Karakteristik

Genstanden for denne form for overblik og dgmmekraft er det forhold, at matema-
tikken har udviklet sig i tid og rum, i kultur og samfund.

Didaktiske og psedagogiske kommentarer

Det er vigtigt, at eleverne opnér kendskab til, at matematikken ikke er en uforan-
derlig stgrrelse, som altid har set ud pa en bestemt made, men at den har udviklet
sig gennem tiderne i kraft af menneskelig aktivitet og i takt med forskellige sam-
funds udvikling, og at den fortsat vil udvikle sig. Det kan medvirke til at give ele-
verne baggrund for at opna et nuanceret perspektiv pd matematik og matematisk
virksomhed. Et sddant kendskab opnés bl.a. ved, at relevante historiske aspekter af
matematikken inddrages i undervisningen. Det forudsatter, at laereren selv har et
overblik over hovedtrek og -punkter i matematikkens historiske udvikling.

Derudover kan lererens brug af velvalgte historiske pointer og illustrationer tjene
det didaktiske og pedagogiske formal at belyse, at nogle af elevernes vanskelighe-
der med at tilegne sig matematiske begreber ogsa har veret vanskeligheder, som
matematikken har mattet overvinde undervejs i sin historie.
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7.3.3 Matematikkens karakter som fagomrade
Karakteristik

Som fagomrade har matematikken sine egne karakteristika. Det er disse karakte-
ristika, der er genstand for den foreliggende type overblik og dgmmekraft. Nogle
karakteristika har matematikken tilfaelles med andre fagomréder, andre er den ret
alene om.

Didaktiske og paedagogiske kommentarer

Det er en del af matematikundervisningens opgave at udvikle elevernes forstaelse
for de karakteristiske treek ved matematisk tankegang og virksomhed. Hertil hgrer
de treek, hvorved matematik som fag adskiller sig fra andre fagomrader. Det forud-
seetter dbenbart, at lzreren selv har indsigt i matematikkens serlige karakter. For at
kunne vurdere til hvilket formal, hvornar og pa hvilken made bestemte omréader af
matematikken kan inddrages i undervisningen, méa lereren have overblik over de
problemstillinger, tankegange og metoder, som karakteriserer faget.

Dette er fx vaesentligt for at kunne tilretteleegge undervisningssituationer, hvor ele-
verne inspireres til at finde mgnstre og strukturer, opstille og afprgve hypoteser,
udfinde eksempler, lgse problemer, forsgge at generalisere og levere begrundelser
for de fundne resultater; processer som ofte kalder pa kvalificering gennem lere-
rens hensigtsmeassige spgrgsmal og forslag.

Mat.’s karakteristika i forhold
til andre fagomrader

Hvornéar og hvorfor kan
bestemte omrader inddrages?
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8 Fagligt stof pa de enkelte trin i
samspil med kompetencerne

8.1 Indledning

Der er grundleggende to slags forbindelser mellem kompetencer og fagligt stof:

* En kompetence kan udgves i forhold til et givet stof, dvs. komme i spil og til
udtryk i omgangen med dette stof.

* En kompetence kan udvikles, dvs. skabes eller konsolideres, ved omgang
med et givet stof.

Hvad det sidste angér, er det grundleeggende for tankegangen i KOM-projektet, at
kompetencerne kun kan udvikles gennem narkontakt og beskaftigelse med kon-
kret matematisk stof, og altsa ikke ved blot at hgre eller leese om dem, eller gennem
en eller anden form for almen, kontekstuathengig eksercits.

Der er uden tvivl ogsé tale om, at nogle slags stof er mere skikkede end andre
til at fremme udviklingen af en bestemt kompetence. For eksempel er langvarig
beskaftigelse med aritmetik utvivlsomt ngdvendig for at udvikle modellerings-
kompetence i forhold til en mangfoldighed af hverdagsproblemstillinger, mens den
naeppe udggr det bedste grundlag for at udvikle fx den fulde reesonnementskom-
petence, inklusive bevisfgrelse. Tilsvarende er fordybelsen i abstrakt algebra en
vasentlig stgtte for udviklingen af symbol- og formalismekompetence, men den er
ikke et tilstreekkeligt middel til at udvikle modelleringskompetence.

Nar dette er sagt, er der imidlertid mange grunde til at tro, at hver af kompeten-
cerne i alt vasentligt kan udvikles gennem beskaftigelsen med et bredt spektrum
af ganske forskelligt fagligt stof. Det skyldes, at det — overordnet set — er de samme
matematiske betragtningsmader og metoder, der gar igen og er barende i omgan-
gen med alt matematisk stof.

Disse overvejelser indeberer, at det kun i mindre grad er hensynet til kompeten-
cerne, der kan styre valget af det faglige stof, som skal sattes pa dagsordenen pé de
forskellige uddannelses- og undervisningstrin. Dette valg ma derfor hvile pa andre
hensyn. Det kunne dreje sig om det enkelte stofomrades betydning og placering
i skabelsen af matematisk begrebsforstaelse eller i opbygningen af matematikken
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som disciplin. Det kunne ogsa dreje sig om stofomradets relevans i forhold til bru-
gen af matematik til udenomsmatematiske formal for den malgruppe, der sigtes
mod.

Pa den baggrund ma det ses som vores opgave pa den ene side at foretage en ud-
pegning af et mindre antal stgrre og overordnede matematiske stofomrader, som
skal indga i matematikundervisningen pa de forskellige trin, og pa den anden side
at fremkomme med nogle overvejelser over, hvordan de enkelte kompetencer kan
udgves 1 forhold til disse stofomrader. @nsket om, at antallet af stofomrader skal
vere relativt lille, skyldes behovet for at undga en uhensigtsmassig overdetalje-
ring, som let kan fgre til, at opmerksomheden rettes mod tilstedeverelsen eller
fravaeret af enkeltpunkter i en pensumliste.

At vi her fokuserer pa, hvordan kompetencerne udgves i forhold til stofomréderne,
betyder ikke, at udviklingen af kompetencerne gennem omgang med fagligt stof
skal tillegges sekunder betydning. Tvartimod er dette anliggende af den stgrste
betydning for tilretteleggelsen og gennemfg@relsen af den konkrete undervisning,
men det er et tema, som vi ikke vil behandle i den foreliggende sammenhang.

8.2 En matrix-struktur

Det vil vare n®rliggende for hvert undervisningstrin at teenke i en matrixstruk-
tur, hvor de matematiske stofomrader udggr fx rekkerne og de otte kompetencer
sgjlerne. Matricen skal s& betragtes som en opggrelse over, hvordan den enkelte
kompetence udgves i forhold til det enkelte stofomrade. Det betyder, at genstanden
for betragtningerne er det enkelte stofomrade, svarende til reekkerne, mens fokus
er pa manifestationen af kompetencerne heri, svarende til sgjlerne.

Kompetence/ | Tanke- Problem- | Model- Hjelpe-
Stofomrade | gangs- handt.- lerings- middel-
komp. komp. komp. komp.

stofomrade 1
stofomrade 2

stofomrade n

Man kan tenke sig forskellige modeller for udfyldelsen og udnyttelsen af en sadan
matrixstruktur. Vi har valgt en model, hvor der for den enkelte celle tages konkret
stilling til det neermere samspil mellem det optraedende stofomrade og den optre-
dende kompetence. Arten af dette samspil kan altsa variere fra celle til celle. For
nogle celler kan det maske bestd i, at den pageldende kompetence (nzsten) ikke
spiller nogen rolle for beskeaftigelsen med det pageldende stofomrade. For andre
kan der vare tale om, at samspillet mellem kompetence og stofomrade har en ka-
rakter, som adskiller sig fra forholdene i nabocellerne.
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Med denne model skal der altsa for hvert uddannelses- og undervisningstrin ta-
ges stilling til indholdet af hver celle i matricen for sig. I praksis bliver det ngd-
vendigt at ngjes med at illustrere fremgangsmaden gennem beskrivelsen af et

repraesentativt udpluk af celler pa forskellige undervisningstrin. Til belysning heraf Belysning af reprasentativt

kommer senere i denne tekst en skitse til en mulig beskrivelse af den méade, hvorpa
kompetencerne kommer til udtryk i udvalgte stofomrader pa udvalgte trin.

8.3 Valget af stofomrader

Den fgrste opgave er her at tage stilling til detaljeringsgraden af de stofomrader,
vi udpeger. I arbejdsgruppen har der veret enighed om at betjene os af et antal
hovedstofomrader, som for at undga pensumfiksering ikke skal underopdeles i del-
omrader, men beskrives i en kort tekst, hvis opgave alene er at ggre det muligt at
forsta, hvad der teenkes at ligge i hovedoverskrifterne. Disse tekster tjener altsa ikke
til at normere et pensum.

Vi har koncentreret os om ti stofomrader, som er pa dagsordenen i skolesystemet
eller i indledende videregdende undervisning. Stofomrader med en mere specia-
liseret stilling, fx pa universitetsniveau, er ikke taget i betragtning her. Det skal
understreges, at vi har valgt kun at pege pa egentligt matematiske stofomrader. Det
betyder, at specifikke anvendelsesomrader sdsom mgnt, mél og vaegt, standardmo-
deller og lignende ikke er navnt for sig, deres vigtighed ufortalt. De teenkes akti-
veret i sammenhang med de relevante matematiske stofomrader og kompetencer.
Lad det endelig vare sagt, at ikke alle stofomrader ngdvendigvis optrader pa alle
undervisningstrin, og at selv om beskrivelsen af det enkelte stofomrade tenkes at
vare den samme for alle de trin, den bergrer, betyder det ikke, at alle de treek, som
optreder i beskrivelsen, ngdvendigvis tenkes sat pa dagsordenen pa ethvert trin.
Hvilke stofomrader og traek, der skal tages op pa det enkelte trin, er et spgrgsmal,
som kraver specifik stillingtagen for det pagaldende trin.

8.3.1 En blanding af “klassiske hjgrnesten” og nyere stofomrader

Valget af stofomrader hviler dels pa en betragtning af de klassiske hjgrnesten i
matematikken som disciplin og undervisningsfag, dels pa en udpegning af, hvilke
moderne stofomrader der har serlig betydning for anvendelsen af matematik inden
for et bredt spektrum af andre fag- eller praksisomrader.

De klassiske hjprnestene omfatter tal, algebra, geometri og funktioner, hvoraf de
tre forste har udgjort matematikkens kerne i et par artusinder. De fire indgar alle i
nedenstéende liste over stofomrader (og i lister over stofomrader overalt i verden)
med den modifikation, at omradet “tal” pa grund af dets vigtighed er opdelt i to; ét
som fokuserer pa selve talbegrebet og talomraderne, og ét som fokuserer pa om-
gangen med og brugen af tallene til anvendelsesformél, dvs. aritmetik. Desuden er

udpluk af celler

Undga overdreven stofdetal-
jering

Valg af ti mat. stofomrader

Klassiske hjgrnestene
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der foretaget en adskillelse mellem selve funktionsbegrebet og de basale specielle
funktioner pa den ene side, og det analytiske studium af funktioner (infinitesimal-
regningen) pa den anden side.

Med hensyn til nyere stofomrdder har hovedsigtet som sagt veeret at velge sadanne,
der har en bred betydning, bade anvendelsesmassigt og i forhold til de undervis-
ningstrin, som betragtes. Her er valget faldet pa sandsynlighedsregning, statistik,
diskret matematik og optimering, der har vasentlige roller at spille inden for en
mangfoldighed af videnskabelige, faglige og praktiske domaner.

Talomraderne: Hermed tenkes pa talbegrebet og de klassiske hovedtalomrader:
De naturlige tal, de hele tal, de rationale tal, de reelle tal, og de komplekse
tal. Der tenkes tillige pa notation af tal, herunder positionssystemet, brgker,
decimaltal m.v.

Aritmetik: Hermed tenkes pa regningsarterne addition, subtraktion, multiplika-
tion og division i spil over for konkrete tal og pa diverse algoritmer til ud-
fgrelse af regningerne. Til dette stofomrade henregnes ogsé procentregning
samt overslags- og tiln@rmelsesregning.

Algebra: Hermed tenkes pé formelle treek ved kompositioner, der bringes i spil
over for forskellige sat af objekter, saisom kompositioner og deres sam-
spil, herunder generelle regneregler, ligninger og ligningslgsning, algebra-
iske strukturer (grupper, ringe, legemer, vektorrum m.m.), algebraiske un-
dersggelser af geometriske objekter.

Geometri: Hermed tenkes pa hele spektret af geometriske problemstillinger,
betragtningsmader og discipliner, sisom beskrivende geometri vedrgrende
plane og rumlige objekter, geometrisk maling, koordinatsystemer og ana-
lytisk geometri, deduktiv geometri (pé et globalt eller et lokalt aksiomatisk
grundlag), kurver og flader, differentialgeometri, geometriske undersggelser
af algebraiske objekter.

Funktioner: Hermed tankes pa savel selve funktionsbegrebet, inklusive variabel-
begrebet, og funktionsgrafer, savel som pa de basale specielle reelle funktio-
ner: linezre og andre polynomiumsfunktioner, rationale funktioner, trigono-
metriske funktioner, potensfunktioner, eksponential- og logaritmefunktioner.

Infinitesimalregning: Hermed tenkes pa klassisk reel analyse omhandlende em-
ner som kontinuitet og grensevardi for funktioner, differentiabilitet og dif-
ferentiation, ekstrema, integrabilitet og integration, differentialligninger, og
pé konvergens og divergens af talfglger og reekker samt numerisk analyse.

Sandsynlighedsregning: Hermed tenkes pa selve tilfeldigheds- og sandsynlig-
hedsbegrebet, kombinatoriske sandsynligheder og endelige sandsynligheds-
felter, stokastiske variable og fordelinger, herunder sa&dvanlige standardfor-
delinger, samt aksiomatisk sandsynlighedsteori.
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Statistik: Hermed tenkes pa organisering, fortolkning og slutningsdragning ved-
rgrende kvantitative data, sdsom usikkerhed, beskrivende statistik, empiriske
fordelinger, parameterestimation, hypotesetestning, forsggsplanlegning og
inferens.

Diskret matematik: Hermed tenkes pa undersggelse af endelige samlinger af ob-
jekter (eller uendelige som ikke udggr et kontinuum): Tellemetoder og kom-
binatorik, klassisk (elementer) talteori, grafer og netverk, koder og algorit-
mer.

Optimering: Hermed tenkes pa bestemmelse af lokale eller globale ekstremums-
verdier for reelle funktioner med eller uden infinitesimalregning, sdsom
maksima og minima for reelle funktioner af en eller flere variable, optime-
ring under bibetingelser, herunder linear programmering.

8.4 Stofomrader og uddannelses- og undervisningstrin

I det fglgende skema har vi taget stilling til, pd hvilke uddannelses- og under-
visningstrin de enkelte stofomrader senest bgr behandles eksplicit og i forhold til
trinnet systematisk, pa den ene eller den anden méde.

Udd.trin/ 1-3. | 4-6. | 7-9. | Gymn.| Gymn.| Gymn.| Gr.sk.-| Uni.-
Stofomrade kl.trin | kLtrin | kLtrin | C-niv. | B-niv. | A-niv. | lerer | udd.
Talomr. ° ° ° ° ° ° ° °
Aritmetik ° ) ° ° ° ° ° °
Algebra . . ° ° . .
Geometri ° ° ° ° ° . ° °
Funktioner ° ° ° ° ° ° °
Infinitesim. ° ° °
Sandsynligh. . . . ° ° . .
Statistik ° ° ° ° . ° °
Diskret mat. ° ° ° ° ° ° °
Optimering ° ° °

Det skal understreges, at dette ikke er et forslag om, at stofomradet fgrst bgr indga
pé dette trin. Megen god undervisning bygger i god tid implicit op til, at der pa et
senere stadium skal foretages en eksplicit behandling af et stofomrade.

For eksempel vil det vere nerliggende pa 1.-3. klassetrin at arbejde med intuitive
overvejelser om chance og risiko i forbindelse med spil, uden at sandsynlighedsbe-
grebet som sadan sttes pa dagsordenen, eller med spgrgsmal som hvad der sker
med en bestemt stgrrelse i fald en anden stgrrelse @ndres, uden at funktionsbegre-
bet tages op til udtrykkelig behandling. P4 samme made vil der vaere god mening
i pa 7.-9. klassetrin og i det gymnasiale C-niveau at behandle visse problemstil-
linger vedrgrende optimering, uden at stofomrddet optimering er pa dagsordenen.

Stofomrader og uv.trin: Hvad
og hvornar?



To illustrerende eksempler

Geometri pa 1.-3. klassetrin

Hvilke komp. aktiveres?
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Man kan udtrykke det sddan, at fravaeret af en markering i en celle i nedenstéende
matrix ikke ngdvendigvis betyder, at der ikke med rette kan undervises i stofomra-
det pa det pageldende trin.

Det skal sluttelig endnu engang understreges, at der med tilstedevarelsen af et
stofomrade pa et givet trin intet er sagt om det omfang og den made, stofomradet
skal vere reprasenteret pa.

8.5 Eksempler pa samspillet mellem kompetencer og stof-
omrader

Nar det gzlder selve beskrivelsen og formuleringen af samspillet mellem stofom-
rader og kompetencer, kunne man forestille sig noget i stil med fglgende.

8.5.1 Eksempel: Geometri pa 1.-3. klassetrin
Forventninger til omgangen med stoffet

Ved udgangen af 3. klasse forventes eleverne at kende navne for de elementere
geometriske objekter og grundformer (som fx punkt, linje(stykke), cirkel, ring, tre-
kant, firkant, kugle, terning, kasse m.m.) og at kunne anvende disse til idealiseret
beskrivelse af fysiske genstande (fx tegning af en bil og en bus som cirkler med for-
skellige stgrrelser firkanter oven p4, et hus som en firkant med en trekant oven pa,
etc.). De forventes tillige at have begreb om (tiln@rmet) mdling af lengder, arealer
og rumfang ved hjelp af forelagte enheder. De forudsattes at have erhvervet er-
faring med repreesentation af elementere geometriske grundformer, situationer og
feenomener ved hjelp af konkrete materialer som fx tegninger, puslespil, stenger,
hangsler, snore, geoboards, skermbilleder, ikoner o.lign. De kan i omgangen med
konkrete geometriske genstande forholde sig til og stille spgrgsmadl af typen “Hvad
hedder sadan en ting. .. ?”, “Hvor mange hjgrner har en 3-kant, en 4-kant, en ter-
ning?” eller “Findes der en 1-kant (eller en 2-kant), og hvor mange hjgrner har den
i givet fald?” P4 basis af inspektion af enkelttilfeelde kan de ogsa svare pd sddanne
sporgsmdl. 1 den forbindelse kan de stgtte deres svar pa enkle reesonnementer, der
hviler pa konkrete erfaringer. De forventes tillige at kunne kommunikere i dagligt
talesprog og i tegnede billeder med kammerater og nere voksne om deres erfarin-
ger og oplevelser med geometriske genstande og fenomener.

Hvordan udgves kompetencerne?

Det fremgar heraf, at de grundleggende treek af tankegangskompetence kommer
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til udtryk i sammenhang med formuleringen af spgrgsmal om geometriske gen-
standes navne og egenskaber. Modelleringskompetence kommer til udtryk i an-
skuelsen af geometriske objekter som idealiseringer af fysiske genstande, mens
problemlpsnings- og raesonnementskompetencerne optreder i sammenhang med
undersggelsen af grundleggende geometriske fenomener og retferdigggrelsen af
de opnédede svar. Representations- og hjelpemiddelkompetencerne kommer di-
rekte i spil i forhold til selve den méde, eleverne mgder geometriske genstande pa,
mens kommunikationskompetence direkte udgves i elevernes virksomhed i sam-
arbejde med andre elever og i samtaler med voksne. Derimod synes symbol- og
Sformalismekompetence ikke at have en selvstendig rolle i beskeftigelsen med geo-
metri pa dette trin.

8.5.2 Eksempel: Funktioner pa 7.-9. klassetrin
Forventninger til omgangen med stoffet

Ved udgangen af 9. klasse forventes eleverne at kunne forstd, aktivere og udnytte
funktionsbegrebet i almen form i internt matematiske sammenh@nge og i forbin-
delse med diverse anvendelser af matematik, herunder modellering. I den forbin-
delse er de i stand til at veelge eller identificere de afhengige og de uafhengige
variable i de betragtede forbindelser. Eleverne forventes tillige at kunne forsta,
fortolke, udnytte og konstruere forskellige representationer af funktioner, herun-
der regneforskrifter, tabeller, regneark m.v., og ikke mindst funktionsgrafer. Spe-
cielt forventes de aktivt at kunne omgas lineere funktioner, bade algebraisk og
grafisk, og at have kendskab til disse funktioners egenskaber og egenskabernes
sammenh@ng med de karakteristiske parametre for line@re funktioner. De kan i
den forbindelse rejse, og ofte besvare, spgrgsmél om tilstedeveerelsen eller frave-
ret af proportionalitet og linearitet samt forholde sig til brugen heraf i matematisk
modeller. Det indebarer bl.a., at eleverne i teori og praksis kan skelne mellem li-
ne@re og andre funktioner.

Hvordan udgves kompetencerne?

For at kunne omgas funktionsbegrebet i almindelighed og line@re funktioner i ser-
deleshed ma eleverne kunne aktivere tankegangskompetence. For at kunne formu-
lere og lgse “rene” eller “anvendte” problemer, hvori funktionsbegrebet indgér, ma
de besidde problemlpsnings- og modelleringskompetence. For at kunne retferdig-
ggre fortolkninger vedrgrende pastande med et funktionsindhold, og for at kunne
godtggre rigtigheden af 1gsninger pa problemer med et sddant indhold, mé eleverne
besidde et vist mal af resonnementskompetence. At repreesentationskompetencen
star centralt i omgangen med nesten alle aspekter af funktionsbegrebet, ogsa pa
dette trin, er abenbart. Symbol- og formalismekompetence optrader navnlig i sam-
menh@ng med manipulation af algebraiske (fgrst og fremmest line@re) funktions-

Funktioner pa 7.-9. klassetrin

Hvilke komp. aktiveres?
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udtryk, til brug for fx ligningslgsning eller dragning af konklusioner af analytisk-
geometrisk art. Hver gang elever pa skrift, i tale eller med figurer skal vise, be-
skrive, forklare eller diskutere brugen, tilstedevarelsen eller egenskaberne ved en
eller flere funktioner, aktiveres tydeligvis kommunikationskompetence. Hjelpemid-
delskompetence spiller is@r en rolle, nar eleverne benytter lommeregnere eller
computere til visuel eller skemamessig reprasentation af funktionsgrafer, varia-
tion af parametre, afl@sning af funktionsveardier, skeringspunkter m.v.

8.6 Overblik og dsmmekraft i forhold til stofomrader

For forbindelsen mellem kompetencer og stofomrader gelder det som nzvnt, at
kompetencerne sdvel kan udvikles som udgves i forhold til omgangen med stof-
omraderne. P4 tilsvarende vis forholder det sig med forbindelsen mellem pa den
ene side overblik og dgmmekraft og pa den anden side stofomraderne.

Der er givetvis tale om, at overblik og dgmmekraft udvikles (bl.a.) ved omgang
med stofomraderne, hvilket er et vaesentligt spgrgsmal for den konkrete undervis-
ning. Omvendt vil udgvelsen af overblik og dgmmekraft vedrgrende henholdsvis
matematikkens faktiske anvendelse, historiske udvikling og serlige karakter som
fagomrade bidrage til at motivere og farve beskeaftigelsen med stofomraderne og
til at udbygge forstéelsen af disses indretning og natur.

Maden, det sker pa, athenger bade af trin og stofomrade. Allerede udviklet over-
blik og demmekraft vedrgrende matematikkens anvendelse vil spille en rolle for
beskeftigelsen med stofomrader som aritmetik, funktioner, sandsynlighedsreg-
ning, statistik, diskret matematik og optimering. Overblik og dgmmekraft vedrg-
rende matematikkens historiske udvikling vil give fylde og stgtte til beskaftigelsen
med samtlige stofomrader, ikke mindst talomraderne, aritmetik, algebra, geometri,
sandsynlighedsregning og infinitesimalregning. Sédan forholder det sig ogsa med
overblik og dgmmekraft angédende matematikkens scerlige karakter, som bidrager
til indsigt og forstéelse for det centrale i stofomrader som algebra, (deduktiv) geo-
metri, infinitesimalregning og sandsynlighedsregning.

8.7 Pejlinger for naturlige fortsaettelser af arbejdet

Den struktur for samspillet mellem kompetencer og fagligt stof, som vi har lagt
frem i dette kapitel, ma ses som en invitation til et stgrre analytisk udviklingsar-
bejde. I arbejdsgruppen har vi undervejs i arbejdet haft idéer til en reekke elementer,
som bgr indga i en sddan fortsattelse af analysen, men som vi, inden for rammerne
af dette projekt, kun har haft kreefter til at skitsere karakteren af.

Den form for fortsat analyse, der mest umiddelbart byder sig til, handler om for
hvert uddannelsestrin at “udfylde” alle de relevante celler i kompetence-stomrdde-
matricen. For hver celle handler det om at forsgge at svare pa spgrgsmal som
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 Hvilken rolle bgr denne kombination af kompetence og stofomrade spille pa
dette uddannelsestrin?

* Hyvis svaret er “ingen”, da hvorfor? (Det giver med andre ord god mening
ogsa at kommentere de celler, som ved en fgrste “udfyldning” af matricen
efterlades tomme.)

* Hvis kombinationen har en rolle at spille, hvori bestar sa det frugtbare ved
netop denne kombination?

De to eksempler pa udfyldelse af en celle, som vi har givet ovenfor, er teenkt som
inspiration til et sddant arbejde.

En naturlig forlengelse heraf bestar i at afveje de forskellige indholdselementer i
forhold til hinanden:

* Hvilke elementer bgr veje tungt, og hvilke ma ngjes med en mere beskeden
rolle, givet at der er en endelig mangde tid og mentale kreefter til radighed?
(Man kan forestille sig “store” og “sma” prikker i matricen — “enten eller”
viser sig hurtigt at vere en alt for firkantet tilgang.)

* Er der bestemte kompetencer, som pa tvers af stofomraderne bgr have en
serlig fremskudt placering pa dette uddannelsestrin? Dette spgrgsmal er dog
til dels belyst i den VII af denne rapport.

¢ Gelder noget tilsvarende for bestemte stofomrader?

De to sidste spgrgsmal leegger op til at forlade “celleniveauet” og analysere matri-
cens enkelte sgjler og reekker:

* Hvilke sammenhange kan man forvente mellem maden, hvorpa en given
kompetence kan/bgr udvikles eller udgves i omgangen med de forskellige
stofomrader?

 Hvilke sammenh@nge kan man forvente mellem maden, et givet stofomrade
bidrager til udviklingen af de forskellige kompetencer pa?

I forhold til sidstnavnte spgrgsmal kan man indledningsvis se pa beskaftigelsen
med et enkelt begreb: Hvordan kan arbejdet med (fx) begrebet “cirkel” tilrette-
leegges/vinkles/udfordres, hvis man har et gnske om at bidrage til udviklingen af
elevens resonnementskompetence? modelleringskompetence? hjelpemiddelkom-
petence? etc.

Alle de foregaende typer overvejelser har kun forholdt sig til én given matrix og
dermed ét givet uddannelsestrin. Den struktur, vi her har skitseret, er imidlertid tre-
dimensional. Med matricen som udgangspunkt kommer uddannelsestrinnet séledes

Afvejning af indholdsele-
menterne

Analyser af matricen sgjle-
og rekkevis

Uddannelsestrin som en
tredje dimension
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til at udgere en tredje “dybdedimension”, som kan vare n®rliggende at glemme.
Analyser i denne dimension handler om langsgdende stofomrdder og deres kom-
petenceforbindelser:

* Hvordan bgr sammenhangen og udviklingen vere pd langs ad uddannelses-
systemet mht. arbejdet med kompetence X i forhold til stofomrade Y?

I forhold til KOM-projektets implementering er det maske det vigtigste spgrgsmal
af alle de her nazvnte.
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9 Evaluering af kompetencer

9.1 Kompetencer kommer til udfoldelse i aktiviteter

At besidde en af de otte matematiske kompetencer (i et eller andet omfang) bestar,
som flere gange fremhavet i denne rapport, i at vere beredt og i stand til at udfgre
visse matematiske handlinger pa basis af indsigt. Kernen i en kompetence er med
andre ord indsigtsbaseret handleberedthed, hvor “handlinger” kan vere bade fysis-
ke, adferdsmassige — herunder sproglige — og mentale. En gyldig og daekkende
evaluering af en persons matematiske kompetencer ma derfor, i udgangspunktet,
baseres pa identificering af disses tilstedevaerelse og reekkevidde i forhold til mate-
matiske aktiviteter, som den pagaldende er eller har veret involveret i.

En matematisk aktivitet er udfgrelse af et set af bevidste og formalsbestemte ma-
tematiske handlinger i en situation. At handlingerne er formalsbestemte, betyder
ikke, at de er givne péd forhand. En matematisk aktivitet kan fx vere at lgse et
rent eller anvendt matematisk problem, at forsta eller bygge en konkret matematisk
model, at leese en matematisk tekst med henblik pa forstaelse eller behandling, at
bevise en matematisk s@tning, at undersgge sammenh@ngen i en teoribygning, at
skrive en matematikholdig tekst til andre, eller at holde et foredrag m.m.m.

Udfgrelsen af en hvilken som helst matematisk aktivitet krever udgvelse af en el-
ler flere matematiske kompetencer. Lad os et gjeblik forudsette, at det for en given
aktivitet pa den ene side er muligt at identificere (henholdsvis ngdvendige og til-
streekkelige) kompetencer pa forhand, og pa den anden side at observere i hvilken
forstand og i hvilket omfang en person beskaftiget med aktiviteten bringer forskel-
lige kompetencer i spil under den. Derved skabes en mulighed for at detektere og
bedgmme den pagaldendes kompetencer i forhold til beskeftigelsen med netop
denne aktivitet.

En forhandsundersggelse af kompetencerne i en given aktivitet er fgrst og frem-
mest et teoretisk og analytisk foretagende, om end der ogsa kan indga empiriske
momenter. Af afggrende betydning er det her at kunne pracisere og karakterisere
aktiviteten og dens bestanddele samt dens fordringer pa en nogenlunde velafgren-
set og klar made. En undersggelse af hvilke kompetencer en person konkret bringer
i spil i en given aktivitet er frem for alt et empirisk forehavende. Det kan kun re-
aliseres, hvis kompetenceindholdet i personens handlinger under aktiviteten, og
resultaterne af dem, lader sig detektere pa en gyldig, palidelig og klar made.
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Nu er det forventeligt, at en given aktivitet kun legger op til brugen af et udvalg
af kompetencerne. Dermed vil ogsa forskellige aktiviteter l&gge op til indblanding
af forskellige s®t af kompetencer. Det er derfor rimeligt at antage, at der skal et
spektrum af forskelligartede matematiske aktiviteter til, for at man kan opné en
dekkende og righoldig reprasentation af det samlede s@t af matematiske kompe-
tencer. Tilsvarende mé det forventes, at man, for at fa et dekkende og righoldigt
billede af en persons matematiske kompetencer, méa undersgge personens virksom-
hed inden for en bredere palet af matematiske aktiviteter.

9.2 Opgaven

Hidtil har vi taget udgangspunkt i matematiske aktiviteter og efterspurgt deres
kompetenceindhold béade teoretisk og empirisk. Men egentlig er opgaven jo den
omvendte: Dels at finde veje til at evaluere den enkelte persons besiddelse af en
given matematisk kompetence, dels at danne sig et samlet billede af den pagelden-
des matematiske kompetenceprofil. Eftersom kompetencerne kommer til udtryk i
matematiske aktiviteter, kan opgaven praciseres til fglgende:

* At finde — eller konstruere — typer af matematiske aktiviteter, der egner sig
til pa gyldig, pélidelig og klar méde at demonstrere tilstedeverelsen af en
given matematisk kompetence hos en person involveret i aktiviteten. Dette
forudsetter, at der forefindes eller skabes instrumenter, der ggr det muligt at
detektere, karakterisere og bedgmme omfanget og dybden af kompetencebe-
siddelsen, sddan som den kommer til udtryk i den enkelte aktivitet.

* At finde — eller konstruere - seet af matematiske aktiviteter, der tilsammen eg-
ner sig til pa gyldig, palidelig og klar méde at tegne en persons samlede ma-
tematiske kompetenceprofil, dvs. personens besiddelse af det samlede kom-
petencespektrum.

» Pa baggrund heraf at finde veje til at identificere, karakterisere og bedgmme
progression 1 en persons besiddelse af en eller flere matematiske kompeten-
cer.

Vi har i afsnit 4.4.4 (side 64) indfgrt tre dimensioner i en persons besiddelse af
en kompetence, dekningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau. Ved hjelp af dem
kan opgaven yderligere praciseres til at angd detektering, karakterisering og be-
dgmmelse af henholdvis dekningsgraden, aktionsradius og det tekniske niveau,
hvormed en person kan aktivere en given matematisk kompetence i diverse slags
matematiske aktiviteter. Hvor de to fgrste dele af denne opgave bestar i at tegne
et tilstandsbillede af en persons kompetencebesiddelse, altsa et statisk billede, gér
den tredje opgave ud pé at beskrive udviklingen over tid i denne kompetencebe-
siddelse, altsa et dynamisk billede. Derved bliver de tre dimensioner ogsa ngglen i
beskrivelsen af progression i en persons kompetencebesiddelse.
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Det er afggrende at holde fast i, at vi med denne opgave ikke kun tenker pa af-
sluttende — summativ — evaluering i form af forskellige test, arsprgver, eksamener
og lignende, men i mindst lige s& hgj grad pa lgbende evaluering undervejs i un-
dervisningen med det formal at skaffe informationer om og til den enkelte elev —
formativ evaluering — eller til lzreren om status og udvikling i undervisningen.'

9.3 Progression

En af de vigtige arbejdsopgaver for KOM-projektet har veret at undersgge mulig-
hederne for at identificere, karakterisere og bedgmme progression i en elevs ud-
vikling af matematiske kompetencer, mens han eller hun bevager sig op igennem
uddannelsessystemet. Med inddragelsen af dimensionerne deekningsgrad, aktions-
radius og teknisk niveau til karakterisering af elevens aktuelle besiddelse af en
bestemt kompetence opnas samtidig et middel til dynamisk beskrivelse af, hvordan
den pagzldende kompetence udvikles over tid hos den pagaldende elev. Og da det
er den samme kompetence, som er pa spil hele vejen igennem uddannelsessyste-
met, er progressionsbeskrivelsen ikke begraenset af, hvad der foregar pa det enkelte
uddannelsestrin. Hos en elev udvikles en matematisk kompetence ved, at den ud-
bygges med tilvaekst af “nyt land”, dvs. ved at dens dekningsggrad, aktionsradius
eller tekniske niveau udbygges over tid. Vi gér her ud fra, at si l&nge man er ud-
dannelsesmassigt beskeftiget med matematik, kan der i almindelighed kun blive
tale om stagnation eller vakst i en dimension, ikke om en skrumpning. At denne
foruds®tning neppe er holdbar, hvis der er lange afbrydelser i beskeftigelsen med
matematik, ma i denne sammenhang ses som mindre betydningsfuld.

Figur 9.1 er et forsgg pa at illustrere kompetencetilvaeksten. Figuren egner sig til-
lige til at illustrere, at en kompetencen kan udbygges pa adskillige mader, alt efter
hvilke dimensioner som er bergrt af udvidelsen. For eksempel kan man forestille
sig, at dekningsgraden og aktionsradius udvides, mens det tekniske niveau er uen-
dret. Eller at dekningsgraden og aktionsradius er uforandret, mens det tekniske
niveau udvides osv. I princippet kan man tenke sig, at udviklingen af en bestemt
matematisk kompetence hos en elev igennem hele hans eller hendes uddannelses-
forlgb foglges og registreres.

Nar vi er i stand til at karakterisere progression i udviklingen af en kompetence, far
vi ogsa et redskab til at fremme selve udviklingen, idet det bliver muligt for lere-
ren at rette opmeerksomheden pa punkter hos den enkelte elev, hvor der er rum for
yderligere landvindinger. Derved opnés forudsatninger for at programseatte foran-
staltninger og aktiviteter, hvorigennem en sadan landvinding kan finde sted.

Hvis det med hensyn til en elev er lykkedes at beskrive progression i besiddelsen af
hver af de matematiske kompetencer, pa den her antydede made, opnas automatisk
en beskrivelse af progression i hele sattet af kompetencer, altsa i den pagaldende

1T Niss (1993a) kan leses nermere om formél med og komponenterne i evaluering.

Fokus pa bade formativ og
summativ eval.
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sion fremmer udvikling af
komp.
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Figur 9.1 Visuel fremstilling af progression i en persons besiddelse af en matematisk
kompetence.

elevs matematiske kompetenceprofil. Ogsa her fas samtidig et redskab til at fremme
selve udviklingen af kompetenceprofilen som helhed.

9.4 Evalueringsformer og -instrumenter

Det mé understreges, at lgsningen af den navnte opgave fordrer en hel del
forsknings- og udviklingsarbejde, ikke mindst nér det galder opgavens anden og
tredje del. En reekke af de allerede eksisterende, mere eller mindre gengse, eva-
lueringsformer og -instrumenter kan vare velegnede til at detektere og bedgmme
visse af kompetencerne.

Lgsning af skriftlige opgaver kan navnlig benyttes til evaluering af dele af
problemlg@snings-, ra&sonnements-, reprasentations-, symbol- og formalisme-,
kommunikations- og hjelpemiddelkompetencerne. Det samme galder, alt efter den
nermere ramme, mundtlige prover, som tillige kan benyttes til evaluering af tanke-
gangskompetencen samt til evaluering af de tre typer af overblik og dgmmekraft.
Essays kan vare velegnede midler til at evaluere tankegangs- og kommunikations-
kompetencerne, samt overblik og dgmmekraft. Projekter kan — alt efter art og form
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— tjene til at evaluere hele spektret af matematiske kompetencer, inklusive over-
blik og dgmmekraft. Projekter er ikke mindst specielt velegnede ved evaluering af
modelleringskompetence. Det samme galder for grundige observationer af elever
i arbejde, og for logbpger (dvs. en slags notes- og dagbog, hvori eleven lgbende
noterer sine aktiviteter samt betragtninger over, hvad han/hun har lert af dem), og
portefpljer (dvs. en mappe indeholdende elevens skriftlige produkter). Aktiv for-
midling til andre i form af artikler, foredrag, posters og medieprodukter kan egne
sig til at evaluere tankegangs-, representations-, kommunikations- og hjelpemid-
delkompetencerne.

Nogle af de beskrevne hverv er udtenkt til fgrst og fremmest at vere evalue-
ringsinstrumenter (det gelder fx mundtlige prgver og portefgljer), andre tjener den
blandede opgave pa én gang at vere et evalueringsinstrument og et leringsmiddel
(fx skriftlige opgaver og essays), mens atter andre fgrst og fremmest er et under-
visningsmassigt aktivitets- og leringsmiddel, som desuden kan benyttes til evalu-
eringsformal (fx projekter og aktiv formidling til andre). Endelig tjener nogle bade
som evalueringsinstrument og som stgtte for elevens refleksion over egen l@ring,
ofte ben@vnt metakognition; det gelder logbgger.

Dette skal ikke foregive at vaere en udtgmmende oversigt over kompetencerelevante
evalueringsformer, for slet ikke at tale om evalueringsformer i det hele taget. Sig-
tet er blot at papege, at velkendte evalueringsformer kan egne sig som instrument
til evaluering af en eller flere af kompetencerne. Der er imidlertid ikke tale om, at
en hvilken som helst instans af hver af disse evalueringsformer og -instrumenter
er lige skikket til at evaluere de anfgrte kompetencer, enkeltvis eller tilsammen.
Der skal et betragteligt udviklings- og designarbejde til for at ggre dem velegnede
til formalet. Dette arbejde ma besta i at inddrage forskellige slags relevante mate-
matiske aktiviteter inden for forskellige felter i de omtalte evalueringsformer. Ikke
desto mindre er der gode grunde til, som en begyndelse, at tage udgangspunkt i
de nzvnte former, med henblik at se hvor langt man med dem kan komme med
evaluering af kompetencerne, sd man bedre kan malrette investeringen af kreefter i
udtenkningen af nye evalueringsformer til dette formal.

9.4.1 Prgver og eksamener — gamle og nye former
Klassiske former og variationer heraf

De evalueringsformer og -instrumenter, som oftest er i brug i dansk matematikun-
dervisning, udggr en ret smal vifte. Nar det geelder prgver og eksamener, er det
individuelle skriftlige og mundtlige prgver, som dominerer billedet. De skriftlige
prgver omfatter seedvanligvis faerdigformulerede rene, eller postuleret/stiliseret an-
vendte, matematikopgaver, som under overvagning skal Igses inden for en afgraen-
set tidsperiode, fra f minutter til 4-5 timer, typisk pa selve uddannelsesstedet. De
mundtlige prgver, som i hovedsagen anvendes ved arsprgver og eksamener, finder

Kendte eval.former skal
videreudvikles

Prgver og eksamener domi-
neres af individuelle skrift-
lige og mundtlige prgvefor-
mer
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gerne sted ved at eleven ved lodtreekning tildeles et eller flere spgrgsmal, som gn-
skes presenteret og behandlet ved den mundtlige seance, hvorefter lerer og even-
tuelt censor har mulighed for at stille uddybende spgrgsmal. Det er ret almindeligt,
at der ved sddanne prgver gives eleven en vis forberedelsestid for at eliminere rene
hukommelsesproblemer i prastationen.

I de senere ar, er disse “rene” former mange steder blevet opblgdt pa forskellig
vis. Der kan fx vare tale om, at en skriftlig eksamen tager form af en “tag-hjem-
eksamen”, hvor eleven far nogle dage til radighed til at besvare de stillede opgaver,
og hvor en tro-og-love erklering tenkes at sikre, at eleven har besvaret opgaverne
uden assistance fra andre. Hensigten med denne modifikation af skriftlige eksame-
ner er i hovedsagen at reducere den forvridende indflydelse af en for snaver tids-
faktor pa besvarelsens kvalitet. Der kan ogsa veare tale om, at en mundtlig prgve
inddrager et stgrre eller mindre element af praesentation af hjemmeforberedt stof,
fx af stgrre opgaver eller projekter, som eleven har arbejdet med i lgbet af under-
visningen, eller om, at prgven ikke l&ngere er individuel, men omfatter en gruppe
elever.

I deres klassiske rene former, er der ret sna@vre granser for, hvilke (aspekter af) de
matematiske kompetencer, skriftlige og mundtlige prgver kan evaluere. Det er iser
de opfindsomheds-, fordybelses- og tidskravende sider af kompetencerne, som har
vanskeligt ved at blive sat pa dagsordenen i sadanne prgver. De naevnte opblgd-
ninger af de skriftlige og mundtlige prgver og eksamener abner for evaluering af
flere sider af kompetencerne, end tilfeldet er med de rene former, men der er sta-
dig grenser for, hvad man kan opnd i den henseende. Navnlig evaluering af ele-
vers evne til fx at genemfgre hele komplekse modelleringsforlgb, at udfinde og
gennemfgre ikke-rutinepreget problemlgsning eller matematiske beviser, eller at
producere stgrre og sammenh@ngende stykker af matematisk tekst krever andre
rammer end dem, som er til radighed ved de modificerede prgve- og eksamensfor-
mer.

Tilkomst af nye former

Efterhdnden som matematikundervisningen i Igbet af de sidste to-tre artier er ble-
vet forandret, sddan at et bredere spektrum af undervisnings- og arbejdsformer har
vundet et vist fodfeste i matematikundervisningens praksis, er der ogsa sket en
vis udvikling i de prgve- og eksamensformer, man betjener sig af rundt omkring i
undervisningssystemet. Her er det ikke mindst den stigende inddragelse af projekt-
arbejde, fgrst ved nogle universiteter, siden ved andre videregaende uddannelsesin-
stitutioner og i folkeskolen og de gymnasiale uddannelser, som har givet anledning
til forandringer.

Det er nu flere steder blevet mere almindeligt ogsa at foranstalte gruppeprgver af
projektarbejde udfgrt af mindre grupper af elever eller studerende, enten over et
leengere tidsspan, eller pa stedet i eksamenssituationen, sddan som det benyttes
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ved folkeskolens afsluttende projektprgve i matematik, hvor eleverne i sma grup-
per arbejder med en to-timers projektopgave under observation og udspgrgning
af lerer og censor. I betragtning af kompleksitetsmulighederne i matematikrelate-
ret projektarbejde giver det sig selv, at evaluering af projektarbejde dbner mange
muligheder for at indlemme en evaluering af en hel del af de matematiske kompe-
tencer.

I det almene gymnasium har ogsa elevers individuelle arbejde med den sakaldte
tredjedrsopgave, hvis den udfgres i matematik, abnet nye evalueringsveje pa ek-
samensniveau. Det forhold, at eleverne indleverer en samlet afrundet matematisk
tekst til bedgmmelse, stiller direkte fordringer om evaluering af en hel del af kom-
petencerne, alt efter tredjedrsopgavens art og tema. I alle fald star tankegangs-,
representations-, symbol- og formalismekompetence, samt kommunikationskom-
petence centralt i besvarelsen af tredjedrsopgaven.

Det ma imidlertid ikke glemmes, at sddanne nyudviklede prgve- og eksamensfor-
mer fortsat indtager en beskeden plads i den samlede evalueringsvirksomhed i til-
knytning til matematikundervisningen i Danmark. Dertil kommer, at hverken de
klassiske eller de mere “moderne” evalueringsformer indtil nu har gjort afdeknin-
gen og artikuleringen af matematiske kompetencer til en hovedsag. Men til sam-
men rummer de et potentiale for at komme et stykke vej i den henseende.

Fortsat behov for nye prgve- og eksamensformer

Imidlertid er der stadig et stort behov for lgbende at udtenke, afprgve og vurdere
nye prgve- og eksamensformer. Som et i princippet tilfeeldigt valgt eksempel pa
sddanne skal vi, for illustrationens og inspirationens skyld, omtale en to-leddet ek-
samensform, som blev indfgrt i matematikstudiet ved Roskilde Universitetscenter
omkring 1997. For en god ordens skyld skal det understreges, at selve kompetence-
terminologien kun har veret anvendt i begrenset omfang i forbindelse med denne
eksamensform, og kun i de allerseneste ar.

Eksamen i to nermere bestemte matematiske emnekredse (henholdsvis linear al-
gebra med supplementer og matematisk analyse) finder sted pa fglgende made:
Fgrst afhenter de studerende pa et neermere bestemt tidspunkt et opgaveszt til in-
dividuel skriftlig besvarelse inden for tre arbejdsdage. Opgaverne er typisk ganske
komplekse, ofte med &bne elementer. Ud over gaengse spgrgsmal af typen “Bevis
at...”, “Bestem ...”, “Find ...”, kan der fx vere tale om spgrgsmél som

e “Undersgg om...”

* “Formulér nogle hypoteser om forbindelsen mellem objekter af kategori A
og objekter af kategori B, og sgg hypoteserne bekraftet eller afkreftet gen-
nem beviste pastande, eksempelstgttede formodninger, modeksempler eller
lignende.”

Gymnasiets tredjearsopgave
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* “Findes der objekter, som opfylder egenskaben P, men ikke egenskaben Q?
Findes der objekter som opfylder Q men ikke P? Begrund de resultater du
nar frem til med beviste pastande eller eksempler.”

» “Udtenk og kommentér et eksempel, som illustrerer pointeni...”

Sadanne spgrgsmal indgér bl.a. for eksplicit at muligggre evaluering (og dermed
ogsa udvikling) af tankegangs-, problembehandlings-, reesonnements- og kommu-
nikationskompetencerne, den sidste kun — pa dette sted — i skriftlig form. Ofte
vil nogle spgrgsmal tillige leegge op til en evaluering af representations- og hjel-
pemiddelkompetencerne. Sadvanligvis vil der ogsa blandt spgrgsmalene indga
nogle, som er opfindsomshedskravende, og nogle, som fordrer teknisk overskud
og gennemslagskraft. Det sidste muligggr skarpet evaluering af den studerendes
symbol- og formalismekompetence. Derimod vil disse eksamensopgaver ikke inde-
holde modelleringsproblemstillinger. Modelleringskompetence evalueres saledes
ved RUC’s matematikstudium i anden sammenhang.

Efter at den studerende har afleveret deres skriftlige besvarelse (ledsaget af en tro-
og-love erklering om at have arbejdet med den uden hjelp fra andre), sendes denne
til eksaminator og (ekstern) censor, som foretager en bedgmmelse af besvarelsen.

Efter ca. fjorten dage aftholdes en mundtlig prgve. Her forklarer og forsvarer den
studerende mundtligt sin besvarelse over for eksaminator og censor, som pa bag-
grund af det skriftlige materiale stiller spgrgsmal til dunkle eller svage punkter i
fremstillingen, eller udsetter den studerende for udfordringer, fx af typen

e “Péaside...besvarer du spgrgsmal x under de og de forudsatninger. Hvad nu
hvis ... 7 Ville det give anledning til et andet svar? Hvis nej, hvorfor ikke?
Hyvis ja, hvordan, og hvorfor?”

* “Du har jo ikke besvaret spgrgsmal y. Hvorfor ikke? Kan du forklare hvad
hurdlen bestod i? Kan du i dag sige noget mere om spgrgsmalet, fx foresla
et svar pa det?”

* “Du ggr en lidt ulden brug af begrebet z. Kan du fortelle os helt pracist
hvad du forstir ved z og hvordan du bringer det i spil i den foreliggende
sammenhang?”’

Ud over at den mundtlige prgve tjener det formal at sikre, at den studerende virke-
lige ejer og star inde for sin egen besvarelse, egner prgven sig ogsa til at evaluere,
til dels nye, trek ved tankegangs-, problembehandlings-, og resonnementskom-
petencerne (ofte ogs repraesentations- og symbol- og formalismekompetencerne),
men navnlig den mundtlige del af kommunikationskompetence.

Efter afslutningen af den mundtlige prgve tildeles den studerende én samlet eksa-
menskarakter, som rummer en integreret afvejning af den skriftlige og mundtlige
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prgve. Karakteren og den bagvedliggende prastation forelegges og diskuteres af
eksaminator og censor med den studerende i en kort efterfglgende samtale.

Der kan méaske vere grund til at berette, at den beskrevne eksamensform af de stu-
derende, som har varet udsat for den — og det er med tiden en hel del — bedgmmes
som anspendende og krevende, men samtidig som meget relevant og dekkende
for, hvad de egentlige hensigter og formal er med de kurser, som evalueres pa denne
made.

Tilsvarende eksamensformer har ved 90’ernes slutning vundet indpas ved hen-
holdsvis lerereksamen i matematik, hvor en individuel skriftlig 6-timers prgve fin-
der sted efter en umiddelbart forudgdende beskaftigelse inden for 48 timer med et
udleveret forberedelsesmateriale, og ved HTX’s eksamen til B-niveau i matematik,
hvor man forsggsvis har har ladet eksamen besta i et projektarbejde, der straekker
sig over tre uger og resulterer i en rapport, der forsvares ved et mundtligt tjek pa ti
minutter.

9.4.2 Lgbende evaluering
Klassiske former

Vender vi os dernast mod Igbende evaluering af eleverne, gennemfgrt af lereren
inden for rammerne af den daglige undervisning, er der i almindelighed stgrre fri-
hedsgrader i fastleggelsen af de former og instrumenter, som er til radighed, end
tilfeldet er ved afsluttende eksamener. I det omfang lereren betjener sig af prgver,
er situationen daekket af den foregéende diskussion.

Der er i Danmark en solid tradition for, at elevernes viden, kundskaber og ferdig-
heder i matematik navnlig afdekkes og bedgmmes gennem javnlig besvarelse af
skriftlige hjemmeopgaver, der typisk omfatter behandling af gvelser/problemer, i
et spektrum rakkende fra rutinegvelser til (sjeldnere) komplekse problemer, som
fordrer ikke-rutinepraget overblik, kombinationsevne og opfindsomhed. Besvarel-
sen af sddanne opgaver tjener ikke alene evalueringsformal, men ogséa lerings-
og treeningsformal. Opgaverne rettes og kommenteres af lereren, hvilket er et af
matematikundervisningens vesentligste midler til at orientere diverse interessen-
ter om laererens syn pa elevens standpunkt og udvikling. I skolen danner l@rerens
bedgmmelse af besvarelsernes kvalitet ofte en del af grundlaget for tildeling af
standspunktskarakter, mens man ved de videregdende uddannelser enten lader be-
svarelsens kvalitet indga i afggrelsen af om et kursus er bestaet eller ej, eller slet
ikke drager konsekvenser af besvarelseskvaliteten pa systemniveau.

Bortset fra at opgaverne ikke er udarbejdet under samme tidspres som ved prgver
og eksamener, og fra at eleverne kan have modtaget forskellige former for hjelp
under besvarelsen, er opgaverne ofte af samme art som dem, der optrader i prgver
og eksamener. Det er derfor i hovedsagen de samme kompetencer, som kan komme
til udtryk og afdakkes i de to slags sammenhange.
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Ud over besvarelsen af skriftlige hjemmeopgaver er det gengs praksis i dansk ma-
tematikundervisning, at eleverne ved tavlen far lejlighed til mundtligt med skriftlig
stgtte at fremlaegge stofdele eller opgavebesvarelser. Ogsé disse aktiviteter tjener
flere forskellige forméal pa én gang, hvoraf evalueringsformélet kun er ét. Evalu-
eringsformalet indlgses iser ved, at lereren (i sjeeldnere tilfaelde ogsa kammera-
terne) kommenterer kvaliteten af elevens fremleggelse, og — nar det er pa pro-
grammet — lader den indga i sin tildeling af standpunktskarakter til eleven. Det
er oplagt, at sidanne tavleaktiviteter tillader evaluering af sider af kompetencerne,
som ikke sé let kan evalueres i tilknytning til skriftlige arbejder. Det drejer sig
frem for alt om kommunikationskompetence, men ogsa om tankegangs-, raesonne-
ments-, repraesentations- og symbol- og formalismekompetencerne.

Med den udvikling, som har fundet sted i matematikundervisningens former i 1g-
bet af de sidste tre artier, er der ogsé &bnet nye behov og muligheder for 1gbende
evaluering. Dette er fgrst og fremmest sket i sammenhang med elevarbejde i grup-
per, hvor l@rerens rolle gerne er en blanding af vejlederens og iagttagerens, hvilket
giver anledning til inddragelse af nye muligheder for evaluering af de matema-
tiske kompetencer, som vanskeligt kommer til udtryk i traditionelt skriftligt eller
mundtligt arbejde. Derimod har anvendelsen af essays, logbgger og portefgljer, jf.
omtalen ovenfor, savidt vides ikke nogen stgrre udbredelse i dansk matematikun-
dervisning.

Nye former

Men ogsé i den Igbende evaluering er der behov for udvikling af nye former og
instrumenter, der gar i speend med indvindingen af nyt land for undervisning og
lering.

Der kan fx vere tale om at bede elever om at konstruere opgaver, som lever op til
pé forhénd fastsatte specifikationer. Det kunne vere, at opgaven skal illustrere en
bestemt teoretisk pointe, sdsom

» “Konstruer en virkelighedsrelateret matematikopgave, der dels viser forskel-
len pa veekst i procent og vakst i procentpoint, dels godtggr, at man ikke
ubekymret kan addere procenter.”

» “Konstruer en opgave, der viser, at proportionalitet ikke altid er et karakte-
ristisk treek ved problemstillinger fra virkeligheden.”

» “Konstruer en matematikopgave, der illustrerer, hvorfor man ikke, i diffe-
rentialregningens middelvardisetning, kan slekke pa forudsetningen om
funktionens kontinuitet pa det afsluttede interval.”

Eleverne udveksler opgaverne efter et eller andet system, lgser deres kammeraters
opgaver, hvorefter forskelle, ligheder, pointer, gode og darlige idéer diskuteres en-
ten i mindre grupper eller i hele klassen/holdet. Evalueringen af resultaterne sker
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derefter i feellesskab mellem elever og lerer. Atter er en stor del af kompetencerne
pé dagsordenen i en sddan evaluering, men aktiviteten er serligt egnet til at bringe
tankegangs-, reesonnements- og kommunikationskompetencerne i fokus.

En anden mulighed er at bede par af elever producere skriftlige kommentarer til og
rettelser af hinandens opgavebesvarelse, hvorefter de kommenterede besvarelser
afleveres til lereren til videre kommentering og bedgmmelse.

Endnu et eksempel tager serligt sigte pa at evaluere (og udvikle) tankegangskom-
petence sammen med formalismesiden af symbol- og formalismekompetence, i
sammenh@ng med resonnements- og representationskompetence. Det er en form,
som gennem arene er blevet benyttet ved megen kursusundervisning ved RUCs ma-
tematikstudium, hvor kurset har varet centreret om gennemarbejdningen af en le-
rebog. Med mellemrum, efter afslutningen af stgrre afsnit i bogen (kapitler, sektio-
ner, eller hvordan det nu passer), fx i stgrrelsesordenen 50 sider, er de studerende,
enkeltvis eller i grupper, som det nu er faldet for, blevet bedt om pa maksimalt 5 si-
der (begrensningen er afggrende) at kondensere, i organiseret og konsistent form,
de vasentlige berende begreber, konstruktioner og resultater i de pagaldende af-
snit. At foretage udvalgelsen af, hvad der er essentielt og hvad der er mindre vig-
tigt, og skelne mellem almene begreber og eksempler osv., har vist sig som en stor
og krevende, men ogsa meget givende, udfordring for de studerende. Ofte er de
studerendes forskellige, og ikke sj@ldent konkurrerende, bidrag alle blevet pre-
senteret for holdet, hvorefter en diskussion, ledet af l@reren, har fundet sted med
henblik pa at opna et faelles kondensat af det behandlede afsnit. Denne form har
givet leereren serdeles gode muligheder for at fa indblik ikke blot i den enkelte stu-
derendes udvikling af de omtalte kompetencer, men ogsa i undervisningens succes
med at ggre vitale trek ved matematisk teoriopbygning til genstand for de stude-
rendes bevidste tilegnelse.

9.4.3 Tilretning af kendte evalueringsformer til kompetenceformal

Som det fremgar, er der i virkeligheden et ganske stort repertoire af traditionelle
og innovative evalueringsformer og -instrumenter til radighed for evaluering ma-
tematiske kompetencer. Hovedopgaven her er imidlertid at indrette og malrette de
pageldende former og instrumenter, sa de eksplicit sigter mod evaluering af disse
kompetencer. Det fordrer, at man for hver evalueringsform og -instrument ggr klart
hvilke kompetencer, man gnsker at benytte dem til at evaluere, samt praciserer pa
hvilken made dette neermere skal ske. Heri ligger et betragteligt, men overkomme-
ligt udviklingsarbejde.

Det er desuden ngdvendigt at veere opmarksom pa, at nogle af de skitserede adee-
kvate evalueringsformer er ret tids- og ressourcekr@vende. Men det er en omkost-
ning, som i alle fald ma afholdes, hvis man serigst gnsker at tilvejebringe en dak-
kende, gyldig og palidelig evaluering af elevers matematiske kompetencer.
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9.5 Evaluering af den enkelte kompetence

Den matematikdidaktiske forskning har allerede l&nge beskeftiget sig med at
finde veje til evaluering af nogle af kompetencerne, om end ikke ngdvendigvis
under anvendelse af dette ord. Det drejer sig frem for alt om problemlgsnings-,
resonnements-, reprasentations-, og symbol- og formalismekompetencerne samt
enkelte dele af tankegangskompetencen. I nyere tid er ogsa modellerings- og hjel-
pemiddelkompetencerne samt til dels kommunikationskompetencen blev gjort til
genstand for undersggelse. Derimod er der gjort meget lidt ud af at sgge samlede
kompetenceprofiler beskrevet og evalueret. Det neermeste man kommer forsgg pa
noget sadant er vel de igangvaerende PISA-undersggelser?, der indebarer en inter-
national sammenligning af, hvad man kunne kalde 15-ariges matematiske kompe-
tenceprofiler i en lang reekke lande.

Hidtil har vi betragtet diverse evalueringsformer og -instrumenter i lyset af deres
stgrre eller mindre egnethed til at evaluere dele af det matematiske kompetence-
spektrum. Derimod skylder vi stadig at komme narmere ind pa, hvordan man kan
detektere, karakterisere og bedgmme en persons besiddelse af en given kompeten-
ces tre dimensioner. Det skal allerede pé dette sted ggres klart, at der ikke foreligger
noget feerdigt svar pa denne opgave. At opna det er, som fgr fremhzavet, en ikke
forsvindende forsknings- og udviklingsopgave, som ligger uden for rammerne af
dette projekt.

Pé bar bund er vi dog ikke. Vi er i stand til gennem udvalgte eksempler at illustrere,
hvordan opgaven kan behandles. Falles for eksemplerne er, at de vedrgrer besid-
delsen af en bestemt matematisk kompetence hos en tenkt elev pa et bestemt un-
dervisningstrin. En total kortlegning af feltet ville indebare betragtning ikke blot
at samtlige kompetencer kombineret med samtlige undervisningstrin, men ogsa af
forskellige kategorier af elever set i forhold til den pagaldende kombination, alt i
alt et meget omfattende s&t af eksempler.

9.5.1 Eksempel 1: Tankegangskompetence hos en 8. klasses elev

Lad os forestille os en konkret folkeskoleelev, en dreng, D, i 8. klasse, hvis tanke-
gangskompetence vi gnsker at beskrive. Lad os videre forestille os, at den fglgende
teenkte beskrivelse hviler pd mange forskellige observationer af hans virksomhed i
gruppearbejde, ved besvarelsen af skriftlige opgaver, og i svar pa spgrgsmal samt
diskussioner i klassen.

Daekningsgrad

I sammenh@ng med optellinger og beregninger af rent eller anvendt matematisk

2Se fx Andersen et al. (2001) og OECD (1999, 2001).
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art er D i stand til pa egen hand at stille matematiske spgrgsmal af kvantitativ type,
sdsom

* “Hvor mange er der af...?”

’

e “Hvad far vi,nar ... ?
* “Hvor meget giver det?”
* “Hvor mange procent bliver...?”

* “Hvilken situation giver flest. .. ?”

Han har i den forbindelse blik for, at man ofte ved matematiske metoder - ikke
mindst sadanne, som kan involvere en lommeregner - kan forvente at opna svar pa
spgrgsmalene i form af entydige talmassige angivelser. Han har derimod ikke blik
for, at der kan foreligge situationer, hvor kvantitative spgrgsmal ikke ngdvendigvis
har et entydigt svar, eller et svar overhovedet.

D’s matematiske begreber er i hovedsagen forbundne med naturlige og positive
rationale tal, bortset fra at han kender navnene pa gaengse geometriske figurer. Be-
grebernes raekkevidde knytter sig til selve talomradet, reguleret af regnereglerne,
og til situationer fra dagligdagen, hvor tallene optreeder ledsaget af enheder. Han
har ikke sans for indebyrden af en definition. For eksempel kan han kun sige, hvad
en brgk er, ved at n@vne nogle konkrete eksempler. Han har efter alt at dgmme
ingen forestillinger om, hvad abstraktion af matematiske begreber eller generalisa-
tion af matematiske resultater bestar i. I den forbindelse har han vanskeligt ved at
skelne mellem pastande om et mindre antal enkelttilfeelde og pastande om en hel
klasse af situationer, dvs. matematiske setninger. Han har ogsa vanskeligt ved at
skelne mellem definitioner og s&tninger, idet han synes at opfatte de definerende
egenskaber ved fx geometriske figurer som s@tninger om dem. At de fleste mate-
matiske udsagn er betingede, dvs. hviler pa udtalte eller uudtalte forudsatninger,
er der ikke tegn pd, at han har forstaelse af. At en given pastand derfor kan vere
sand i nogle forbindelser, men ikke i andre, er han ikke opmarksom pa.

Sammenfattende er dekningsgraden i D’s tankegangskompetence ganske beske-
den, idet den i hovedsagen omfatter klarhed over, at visse typer af kvantitative
spgrgsmal og svar er karakteristiske for matematik. Derudover rummer denne kom-
petence meget snavre forestillinger om matematiske begrebers rakkevidde, givet
ved deres konkrete forankring i de — typisk dagligdags — situationer, hvori de har
vearet bragt i spil.

Aktionsradius

D har let ved at bringe sin i gvrigt smalle opfattelse af matematisk tankegang — som
bestéende i at stille og forvente svar pa kvantitative spgrgsmal — i forbindelse med

Fokus pa det konkrete og
eksempelbaserede

Beskeden dakningsgrad



Blik for kvantitative forhold

Ret stor aktionsradius

Fokus pa konkrete tal, arit-
metik og lommeregnerbrug
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mange forskellige typer af situationer, navnlig, men ikke udelukkende, uden for
matematikken. Han kan siledes fa gje pa kvantitative spgrgsmal i allehdnde dag-
ligdags situationer, hvor man kunne interessere sig for at spgrge om fgrst, stgrst,
hurtigst, sterkest, ®ldst, yngst, rigest, flest, mindst, l&ngst osv.. Ikke mindst i sam-
menhang med lege, spil og vaeddemal er han tilbgjelig til at formulere kvantitative
spgrgsmal. Han er tillige pa det rene med, at i mange hverdagssammenhznge skal
der matematiske beregninger til at finde et svar, ikke mindst hvis pengetransaktio-
ner er pa tale. Han kan ogsa stille kvantitative spgrgsmal i hverdagssammenhange,
hvor méling og vejning, m.m. indgar, ligesom samfundsstatistiske spgrgsmal af de-
skriptiv art indgér i hans repertoire. I internt matematiske sammenhzange har han let
ved at komme pé spgrgsmal vedrgrende talmessige udregninger, hvor han sa for-
venter, at der gives entydige svar. De kan na&sten altid leveres af en lommeregner.
Han kan dog ogsé stille spgrgsmél om, hvor mange tal, der findes i verden, samt
om hvad det mindste henholdsvis det stgrste tal er. Her har han til gengald ikke
en klar fornemmelse af, at svarene pa disse spgrgsmal ikke er af simpel kvantitativ
art, men af typen

* “Uendeligt mange.”

¢ “Det afhnger af, hvilket talomrade, man tager i betragtning. Er det fx samt-
lige rationale tal (eller samtlige positive rationale tal), findes der hverken et
mindste eller et stgrste. Er det fx kun de ikke-negative rationale tal, er O det
mindste, mens der ikke findes noget stgrste tal.”

Sammenfattende har D’s tankegangskompetence, givet dens dekningsgrad, en gan-
ske stor aktionsradius, nar det galder sammenhange og situationer fra hverda-
gen og virkeligheden, mens den internt matematiske aktionsradius er begrenset til
spgrgsmal og svar angdende tal og talmanipulation.

Teknisk niveau

Som det fremgéar, knytter D’s tankegangskompetence sig fgrst og fremmest til
kvantitative anliggender. Hvad nermere angér det tekniske niveau, hvorpa han kan
aktivere denne kompetence, er der tale om sammenh@nge, som omfatter naturlige
tal (og 0), der af D identificeres med deres fremstilling i titalssystemet, endelige
decimalbrgker med ret fa decimaler samt standardbrgker. Han tager det saledes for
givet, at et naturligt tal simpelthen er identisk med dets fremstilling i titalssystemet.
Til gengeld kan han ggre klart og korrekt rede for, hvad cifrene i et flercifret tal
star for, tilsvarende med de fgrste 3-4 decimaler i en decimalbrgk. Derimod er han
ikke klar over forholdet mellem brgker og decimalbrgker. Han kan endvidere kun
sjeeldent stille spgrgsmal og forestille sig svar vedrgrende negative tal, uendelige
decimalbrgker, periodicitet af decimalbrgker, ligesom han n@sten ikke inddrager
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potensfremstillede tal i sin udgvelse af matematisk tankegang. Irrationale tal ta-
ges ikke i betragtning. Heller ikke algebraiske, symbolbundne talanliggender ind-
gar naturligt i hans opmarksomhedsfelt. Det samme gelder funktionsbegrebet. De
former for spgrgsmal og svar han opererer med vedrgrer nasten udelukkende klas-
sisk rational aritmetik, altsa de fire regningsarter samt procenter udfgrt pa konkrete
rationale tal, ikke mindst sddanne som optreeder i omgivelserne og i hverdagen. I
den forbindelse kan han ogséa formulere spgrgsmal, der inddrager enkle statistiske
deskriptorer som gennemsnit og “de gverste 10%”. Svarene pa den slags spgrgsmal
tilvejebringes efter D’s opfattelse hurtigst og bedst af en lommeregner. Han er dog
pé det rene med, at man principielt selv kan producere svarene, det tager blot for
lang tid og farer let til fejl. Inden for det nevnte afgrensede terren udviser han en
betydelig adraethed i sin aktivering af tankegangskompetence.

Skgnt D kender begreber og navne pa gengse geometriske figurer som trekanter, Geometriske navne
rektangler, kvadrater, cirkler osv., kommer han ikke selv pa geometriske spgrgsmal.

Tilsvarende har han svert ved at se geometriske udsagn som svar pa - eventuelt

implicitte - spgrgsmal. Han opfatter tilsyneladende geometriske anliggender som

en sag om navngivning, ikke som et spgrgsmal om egenskaber, man kan spgrge til

og forvente svar om. Han har kun et begraenset blik for de begrebslogiske hierarkier

pé omradet, som fx kvadrat-rektangel-firkant.

Sammenfattende kan D aktivere sin tankegangskompetence pa et beskedent teknisk Beskedent teknisk niveau
niveau, der er domineret af rational aritmetik med lommeregnerstgtte. Inden for

dette terreen er hans tankegangskompetence teknisk set temmelig veludviklet. Uden

for det kan han kun aktivere kompetencen spredt og usystematisk, ogsa nar det

gelder felter, som faktisk har indgaet i den undervisning, han har modtaget, som

fx funktioner, geometri og ligninger.

9.5.2 Eksempel 2: Modelleringskompetence hos en 2. g. elev

Lad os nu gé over til at forestille os en pige P, som er elev i det almene gymnasiums En tenkt elevi 2. g.
2. g., hvor hun er i feerd med at fuldfgre matematik pa B-niveau. Vi gnsker at

beskrive P’s modelleringskompetence, ogsa her pa basis af tenkte observationer

af hendes virksomhed i den daglige undervisning, herunder hendes besvarelse af

skriftlige opgaver, inklusive prgver, hendes bidrag til gruppearbejder og mindre

projekter, hendes mundtlige aktivitet ved tavlen og i klassen som helhed.

Dakningsgrad

P er i stand til med grundighed, omhu og klarhed at analysere grundlaget for samt
rekkevidden og holdbarheden af de konkrete matematiske modeller, hun har haft
lejlighed til at arbejde med i gymnasiet. I den forbindelse er hun god til at afdaekke
de antagelser og forudsatninger, som en model hviler pa, og at s@tte dem i relation

til, hvad modellen kan udsiger noget om, og hvad den ikke tager i betragtning. Hun Fokus p4 relationen model—
virkelighed



Vanskeligheder med mate-
matisering

Fokus pa det velkendte

Ret hgj deekningsgrad i det
grundliggende

Fokus pa vakst- og henfald-

sproblemstillinger
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er sedvanligvis tillige i stand til at afkode og fortolke modelelementer og -resul-
tater i forhold til de situationer, som modelleres. Derimod har hun svarere ved at
afdekke og bedgmme modellernes mere principielle matematiske egenskaber, ud
over hvad der umiddelbart kommer til udtryk i de resultater, som frembringes ved
konkret brug af modellen.

Nar det geelder aktiv modelbygning, er P nok i stand til at strukturere den situa-
tion, der skal modelleres, herunder at udvalge de elementer, og koblinger mellem
dem, som skal tages i betragtning. Derimod har hun oftest meget svert ved at gen-
nemfgre en frugtbar matematisering, der kan lede til opstillingen af en matematisk
model. Her har hun navnlig problemer med at fa gje pa og velge de idealiseringer
og begraensninger, samt at handtere de informationstab, som er ngdvendige for en-
hver matematisering. Nar imidlertid en model foreligger, typisk med andres hjzlp,
kan hun foretage en matematisk behandling af modellen, sa leenge behandlingen
kan opnas ved hjalp af velkendte metoder. Derved kan hun opna matematiske re-
sultater og konklusioner, som hun udmerket er i stand til at fortolke og bedgmme
i forhold til den situation, modellen sgger at beskrive. I den forbindelse kan hun
anlegge common sense betragtninger til validering af modellen, mens hun ikke
behersker mere dybtgéende eller sofistikerede midler, fx af teoretisk eller statistisk
art, til at gennemfgre en mere indgéende validering af modellen. Hun har vanskeligt
ved selv at modificere eller forbedre en utilstrekkelig model og ved at forestillle sig
eller opstille alternativer. Hun har et veludviklet overblik over den samlede model-
leringsproces, selv om hun, som navnt, har vanskeligt ved at styre hele processen,
fordi hun har problemer med nogle af dens vigtige punkter, hvilket hun selv er
helt klar over. P er god til at kommunikere med andre om en model hun har veret
indblandet i opstillingen af, ogsé vedrgrende de punker, hun selv har svert ved at
udfare.

Sammenfattende har P’s modelleringskompetence en ret hgj dekningsgrad, hvad
angar grundtrekkene i analyse og bygning af matematiske modeller, men vig-
tige punkter vedrgrende matematisering og handtering af mere sofistikeret, ikke-
rutinepreget matematisk behandling af modellerne er kun i ringe grad dekket af
hendes kompetence.

Aktionsradius

P’s modelleringskompetence angar fgrst og fremmest problemstillinger vedrg-
rende vakst og henfald. Hun har efaringer med aktiv modellering dels af vakst af
menneske- og dyrepopulationer, bl.a. epidemispredning, dels af @ndringer i gko-
nomiske og finansielle stgrrelser, herunder 1an og opsparing, samt af radioaktivt
henfald. Sddanne vekstproblemstillinger kan hun behandle med overblik og sik-
kerhed, med hensyn til aktiv modellering dog is@r nar de har et vist standardpreaeg.
Derimod har hun ikke let ved at handtere andre typer af modelleringssituationer,
fx vedrgrende geometriske former, tekniske, fysiske og kemiske sagsforhold, til-
feeldige feenomener m.v. De situationer, hun skal kunne handtere, skal helst vaere
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delvis struktureret og prapareret i forvejen, sa det ikke er ngdvendigt at begynde
pa helt bar bund, fx med indsamling af basale informationer. Kommer hun ud for
helt nye situationer med vakst eller henfald, som ikke rummer en hel del kendte
treek, har hun meget svaert ved at komme i gang med en modellering.

Sammenfattende har P’s modelleringskompetence en beskeden aktionsradius, som
i hgj grad er bestemt af hendes hidtidige erfaringer med modeller og modelbyg-
ning. Efter alt at dgmme kan hendes aktionsradius i denne henseende kun udvides
gradvis, gennem grundig beskaftigelse med nye typer af modelleringssituationer.

Teknisk niveau

P kan fogrst og fremmest aktivere sin modelleringskompetence i sammen-
henge, hvor linezre eller andre polynomielle funktioner, potensfunktioner, eller
eksponential- og logaritmefunktioner, helst i ren form, star centralt i sammenhan-
gen. Hun har vanskeligere ved at inddrage trigonometriske funktioner i modelle-
ringsforbindelser, fordi hun, p.g.a. deres periodiske svingninger, ikke har let ved
at se dem som forbundet med de vakstspgrgsmél, hendes modelleringserfaringer
er knyttet til. Inden for modeller preget af de fgrstnevnte funktionsklasser, kan
hun med ret stor sikkerhed udnytte sit grundige fanomenologiske kendskab til de
pagaldende funktioner i modelbehandlingen. Det gelder ogsa, nar spgrgsmal som
vaksthastighed eller -rate kraever begreber og resultater fra differentialregningen.
Derimod har hun ikke tekniske forudsatninger for at forsta eller behandle modeller
pa differentialligningsform. Heller ikke andre ligningsformulerede modeller er hun

Beskeden aktionsradius

Fokus pa “vekst”-funktioner

Vanskeligheder med lignin-

god til at konstruere - det volder hende generelt kvaler at sigte mod opstilling af &er

ligninger som middel til at modellere situationer. Foreligger der derimod allerede
en model pa eksplicit ligningsform, kan hun sadvanligvis godt lgse de indgaende
ligninger, hvis de er af en art, som har veret pa dagsordenen i den matematikun-
dervisning hun har modtaget.

Hun er stort set ude af stand til at benytte statistiske metoder til parameteresti-
mation, regressionsanalyse og test i valideringen af modelresultater i forhold til
empirisk foreliggende data. Det skyldes bl.a. at disse spgrgsmal kun har veret ngd-
tgrftigt strejfet i undervisningen. Derimod kan hun godt benytte grafiske metoder
til pa grundlag af common sense-overvejelser at foretage en sammenligning af mo-
delresultater og data.

Sammenfattende er det tekniske niveau for P’s modelleringskompetence nogen-
lunde hgjt, givet det stof hendes undervisning har omfattet. Dog kan hun kun i ringe
grad aktivere tekniske kundskaber vedrgrende geometri, trigonometriske funktio-
ner, ligninger og statistik til modelleringsformal. I disse henseender er der basis for
hgjnelse af P’s tekniske niveau.

Nogenlunde hgjt teknisk
niveau inden for et begrenset
repertoire
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9.5.3 Eksempel 3: Symbol- og formalismekompetence hos en stude-
rende

Til sidst forestiller vi os en kvindelig studerende, K, pa fgrste eller andet ar af et
naturvidenskabeligt preeget studium, som er matematikforbrugende, men ikke er
et studium i matematiske fag. Man kunne fx teenke pa studerende inden for biolo-
giske eller kemiske fagomrader, eller ved en naturvidenskabelig basisuddannelse
eller en ingenigruddannelse, som er i feerd med at tage et indledende matematik-
kursus. Tanken er at karakterisere K’s symbol- og formalismekompetence pa basis
af observationer af hendes individuelle besvarelse af skriftlige gvelsesopgaver og
uformelle prgver, af hendes aktivitet pa holdet og i gruppearbejde under lerervej-
ledning, samt rapporter fra korte gruppeopgaver, som hun har bidraget til.

Daekningsgrad

K udviser en betydelig fleksibilitet og gennemslagskraft i sin omgang med symbol-
og formelsprog, bade nér det gelder det at kunne fglge andres symbol- og formel-
behandling, og nar det geelder selv at kunne udfgre en malrettet, korrekt og effektiv
manipulation af symbolholdige udsagn og formler. Hun er i den forbindelse meget
orienteret mod, og har godt styr pa, de spilleregler, som galder for opskrivning og
manipulationen af symbolholdige udtryk og formler, og pa grund af en veludvik-
let teknisk rutine begér hun kun sjeldent fejl i sddanne sammenheaenge. Derimod
er hendes forstéelse og fortolkning af, hvad symbol- og formelbehandlingen deaek-
ker over, ikke helt sa veludviklet. Hun er med andre ord vealdigt god til at spille
symbol- og formelspil, ogsa i resultatorienteret forstand, men ikke sa god til at se
mening i spillet, hvilket hun heller ikke ser ud til at have noget stort behov for. Nar
det gelder formelle matematiske systemer, typisk opbygget som en samlet teori,
har K derimod svert ved at forstd, hvad det hele gar ud pa, bortset fra nar teorien
leder frem til kalkulatoriske resultater og metoder, som hun sa koncentrerer sig
om at beherske, oftest uden noget klart blik for deres rolle i det samlede system,
som hun er tilbgjelig til at ignorere eller opfatte som skremmende, irriterende eller
pedantiske udenverker.

Sammenfattende er K en meget kompetent symbol- og formelmanipulator, men
ikke nogen god forstéer og fortolker af hvad der er pa feerde neden under symbol-
og formelbrugen. Hendes blik for karakteren og betydningen af formelle matema-
tiske systemer er nermest fraverende. Hendes symbol- og formalismekompetence
har dermed en klart begrenset dekningsgrad, som det vil kraeve en solid indsats at
udvide.

Aktionsradius

K’s veludviklede evne til symbol- og formelbehandling medvirker til, at hun kan
bega sig bade i rutinepregede situationer og i situationer hun ikke har veret i fgr,
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men som kan handteres med det apparat hun har til radighed. Det gelder, hvad en-
ten der er tale om internt matematiske situationer eller om anvendelsessituationer.
Hvad det sidste angar, er det en forudsatning, at anvendelsen af matematik enten
er lagt til rette eller giver sig selv. Hendes gennemslagskraft er stgrst i situatio-
ner, hvor symbol- og formelbehandlingen har til formal at fgre til et veldefineret —
men ikke dermed entydigt — resultat, gerne af kalkulatorisk art. Hun lider ikke af
den ellers udbredte identifikation af et matematisk symbol med den genstand, det
symboliserer. Séledes er hun ogsa i stand til at handtere situationer, hvor gangse
symboler er erstattet af andre, mindre gengse, symboler, men hvis der brydes mere
grundleggende med traditionen — fX ved at variable navngives a, b eller ¢, mens
konstanter kaldes t, x,y, og funktioner kaldes m, n og p — opstar der nogen usikker-
hed hos K. Denne usikkerhed kan dog i almindelighed overvindes, hvis hun fgrst
tager sig tid til at indprente sig, hvilken rolle symbolerne nu indtager.

K har ikke let ved selv at indfgre symbolske betegnelser i situationer, hvor de ikke
er introduceret i forvejen, med mindre situationen er af en kendt type, som nar
man kan navngive koordinater, funktioner, matricer, egenvardier m.v. i overens-
stemmelse med traditionen. At der i en matematisk situation treffes vasentlige
beslutninger, nar man afggr, hvilke objekter der spiller sa stor en rolle, at de skal
tillegges et symbol, er ikke omfattet af K’s symbol- og formalismekompetence.

Sammenfattende har K’s symbol- og formalismekompetence en ret stor aktionsra-
dius relativt til dens dekningsgrad, dvs. i forhold til sammenhange og situationer,
der ikke involverer fortolkning af symbolsk aktivitet samt omgang med formelle
matematiske systemer.

Teknisk niveau

Det tekniske niveau i K’s symbol- og formalismekompetence knytter sig, ud over til
hendes gymnasiale kundskaber, til reelle funktioner af én eller flere variable samt til
lineeer algebra i talrum. Hun kan béde handtere symbol- og formelproblemstillinger
vedrgrende konkrete eksempler pa funktioner, vektorer, matricer, egenveardier, osv.
og vedrgrende generelle eksemplarer, det sidste forudsat at rammerne for symbol-
og formelbehandlingen er klare og ikke kraver indblanding af mere intrikate te-
oretiske problemer og betragtninger. Symbol- og formelhéndtering af differentia-
tion, integration, rekkeudvikling, rekkekonvergens, bestemmelse af egenvardier,
diagonalisering af matricer osv. har hun et veldigt godt greb om i teoretisk upro-
blematiske standardsituationer, hvor foruds@tningerne for udnyttelsen af de kendte
procedurer er opfyldt. Skal der derimod udvises originalitet og opfindsomhed, fordi
situationen ikke fuldt ud er dakket af velkendte fremgangsmader, kan hun almin-
deligvis ikke stille s meget op.

K kan kun i ringe udstrekning bega sig i formelle matematiske systemer. Det bety-
der, at hun har svert ved afggre hvad der lovligt fglger af hvad i et sddant system,
og hvad der ikke kan lade sig ggre, med mindre betragtningerne er hagtet op pa

Kan handtere nye situationer,
hvor symboler er indfgrt

Svert ved selv at indtanke
symboler

Relativt stor aktionsradius

Fokus pa reelle funktioner og
lineer algebra i standardsitu-
ationer

Vanskeligt ved formelle mat.
systemer
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symbol- og formelbehandling. Og det galder, hvad enten hun skal fglge andres
fremstilling, eller — ise@r — hvis hun selv producerer en sddan. Hun er tilbgjelig til
at lere betingelserne for anvendelsen af regler og procedurer udenad, hvilket hun
er god til.

Sammenfattende er det tekniske niveau for K’s symbol- og formalismekompetence
hgijt, set i forhold til kompetencens begraensede dekningsgrad. Var hun i stand til i
hgjere grad at bega sig i situationer som kraver teoretisk overblik eller orginalitet
og opfindsomhed, ville det vere meget hgijt.

9.5.4 En kompetences ‘“volumen”

@nsker man af den ene eller den anden grund at foretage en sammenfattende hel-
hedsbedgmmelse af en given elevs besiddelse af en bestemt matematisk kompe-
tence, fx til brug for en summativ evaluering af elevens standpunkt, méske i form
af en karakter, muligggr den her indfgrte dimensionsbeskrivelse en sammenvej-
ning af de tre dimensioners relative styrke i kompetencebeskrivelsen. Saledes kan
en markant realisation af den ene dimension tenkes at kunne afbalancere en sva-
gere realisation af de to andre.

Med en metafor: Man kan billedlig talt forestille sig kompetencenbesiddelsen
“malt” ved “produktet” af realisationerne af de tre dimensionerne, altsd ved en
slags “volumen”. Det ligger i denne metafor, at kompetencebesiddelsen i alt bliver
tillagt malet 0, hvis en af dimensionerne ikke er realiseret for den pagaldende elev,
hviket er en naturlig fglge af selve kompetencebegrebet Hvis enten dekningsgra-
den, aktionsradius eller det tekniske niveau er ikke-eksisterende, foreligger der slet
ingen kompetence. Det ligger endvidere i metaforen, at forskellige elever kan have
samme volumen i besiddelsen af en kompetence, selv om de indgédende dimensio-
ner har helt forskellige formater.
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10 En karakteristik af udvalgte
centrale problemer vedrgrende den
danske matematikundervisning

10.1 Indledning

Befolkningens matematiske kundskaber (forstdet helt bredt), og den matematik-
undervisning der gerne skal vaere en hjgrnesten i frembringelsen heraf, tillegges
traditionelt stor betydning i alle typer af samfund, ikke mindst i de teknologisk
og gkonomisk avancerede. I det 20. arhundrede har disse forhold med mellem-
rum varet genstand for betydelig samfundsmaessig opmerksomhed, i form af dis-
kussioner, udviklingsarbejder og reformvirksomhed. Hovedproblemstillingen har
gennemgaende veret fglgende: Hvem i samfundet bgr besidde hvilke matematik-
kundskaber, og hvorfor? I hvilken grad forsyner uddannelsessystemet i almindelig-
hed, og matematikundervisningen i serdeleshed, de pagaldende befolkningsgrup-
per med de gnskede kundskaber? I det omfang dette ikke sker pa tilfredsstillende
vis, hvad kan der da ggres for at skabe forbedringer i situationen?

10.1.1 Meget gar godt, men fokus her er pa problemer og udfordrin-
ger

Det er denne problemstilling — maske i en ny skikkelse — som atter er blevet pa-
trengende i en dansk sammenhang. “Noget” vedrgrende sammenhangen mellem
befolkningens faktiske eller gnskverdige matematikkundskaber og den underlig-
gende matematikundervisning ser ud til ikke at vere, som det burde.

Samtidig er det vaesentligt at holde sig for gje, at ogsd mange ting i forbindelse med
matematikundervisningen i Danmark fungerer godt; fx er der mange meldinger
om, at eleverne i folkeskolen generelt er glade for matematikundervisningen, en
stor andel af eleverne i det almene gymnasium valger matematik pa hgjt niveau,
og Danmark klarer sig acceptabelt i internationalt sammenlignende undersggelser
som TIMSS og PISA (se fx Allerup et al. (1998) og Andersen et al. (2001)), pa de
hgjeste undervisningstrin endda godt.

At fastholde saddanne positive elementer savel i bevidstheden som i praksis i for-
bindelse med fremtidige @ndringstiltag er en vasentlig del af udfordringen. Det
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galder ikke mindst i dette projekt, hvor vi bevidst undlader en total kortlegning
af situationen, men i stedet koncentrerer os om nogle sider af sagen, som vi eller
andre finder, giver anledning til s@rlige udfordringer, som det er forventeligt, at
man kan stille noget op med.

10.1.2 Vores perspektiv pa problemfeltet

Med udgangspunkt i s& bredt formulerede og normativt betonede spgrgsmal, som
der her er tale om, er det naivt — og dybest set ogsa udtryk for disrespekt for pro-
blemernes kompleksitet — at forestille sig, at man kan gennemfgre en objektiv,
endegyldig analyse af de forskellige problemstillinger. Der vil altid vere tale om
en delvis subjektiv, mere eller mindre bevidst afgreensning af problemfeltet. Dette
sagt for at understrege, at det fglgende er vores perspektiv pa sagen, hvilket alle-
rede kommer til udtryk i de analytiske kategoriseringer, vi har valgt at strukturere
arbejdet efter.

Fremstillingen her bygger séledes pa en forestilling om, at (matematik-)undervis-
ningens problemkompleks med fordel kan anskues som bestaende af tre overord-
nede problemfelter: spgrgsmal om hhv. “hvorfor”, “hvad” og “hvordan”. De pro-
blemstillinger, vi mener at kunne identificere i den forbindelse, kategoriserer vi
som hhv. begrundelsesproblemer, indholdsproblemer og implementationsproble-
mer. I analysen i dette kapitel har vi valgt at koncentrere os om aspekter af hvorfor-
spgrgsmalet og hvordan-spgrgsmalet, mens de indholdsmassige problemstillinger
er blevet behandlet tidligere i denne rapport.

Inden for problemfelterne om “hvorfor” og “hvordan” forsgger vi at identificere
og karakterisere en raekke mere konkrete problemer og udfordringer, som de op-
leves af forskellige grupper i og omkring matematikundervisningen. I forbindelse
hermed indfgrer vi for overblikkets skyld en grovskelnen, idet vi opererer med tre
typer af matematikholdig uddannelse:

Matematikholdige almendannende uddannelser: Hermed menes uddannelser,
der rummer matematikholdige elementer, og som sigter mod, som et konsti-
tuerende element, at bidrage til de deltagende personers almendannelse (her
forstdet som almen-gyldig personlighedsdannelse), viden og kunnen med
“de mange” som malgruppe, jf. Niss (2000). Med den afgrensning der fglger
af, at almendannelsessigtet er et konstituerende element, omfatter denne type
uddannelse vasentligst — men ikke udelukkende — de matematikholdige dele
af virksomheden i folkeskolen, de gymnasiale uddannelser og almen vok-
senuddannelse.

Matematikforbrugende uddannelser: Hermed menes uddannelser, der autorise-
rer og sigter mod at kvalificere de deltagende personer til at bestride profes-
sioner, hvor anvendelse af matematik i varierende grad har vasentlig be-
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tydning, men hvor professionalismen ikke kan karakteriseres som grund-
leggende matematisk. Arkitekt, bankfuldmaegtig, biolog, elektriker, farma-
ceut, industrioperatgr, kranfgrer, kgbmand, politiker, sygeplejerske, tgmrer
og gkonom er eksempler pa professioner, som efter vores opfattelse lever op
til disse kendetegn.

Matematiske professions-uddannelser: Hermed menes uddannelser, der autori-
serer og sigter mod at kvalificere de deltagende personer til at bestride pro-
fessioner, hvor professionalismen (bl.a.) kan karakteriseres som vaerende af
grundleeggende matematisk art. Det gelder, som det mest oplagte, professio-
nerne forsknings-matematiker og matematiklarer pa alle niveauer, men ogsa
statistikere, fysikere, kemikere, astronomer, dataloger, aktuarer, landinspek-
tgrer og visse typer af civilingenigrer, samt leerere inden for disse fag, falder
under denne kategori.

Desuden finder vi det hensigtsmassigt at fgje endnu en dimension til ved at interes-
sere os for, hvem der oplever problemer eller udfordringer (af sdvel begrundelses-
som implementationsmassig karakter) i forhold til hver af de tre typer uddannelse:
Er det aftagerne' af de matematisk uddannede personer? Er det tilretteleggerne® af
de matematikholdige dele af uddannelsen? Er det lererne? Er det eleverne®? Eller
er det de fremtidige brugere* af matematikuddannelsens forventede resultater?

Krydser man de to analytiske dimensioner “matematikuddannelsestype” og “inter-
essegruppe” far man fglgende 3 x 5 -matrix:

Interessegruppe/ Aftagerne | Tilrette- Lererne Eleverne | Brugerne
Uddannelse leggerne
Matematikholdige
almendannende
uddannelser
Matematik-
forbrugende
uddannelser
Matematiske
professions-
uddannelser

'Spendende over erhvervslivet, efterfglgende uddannelsesinstitutioner og “samfundet” forstiet
som den amorfe stgrrelse, generalistpolitikere er valgt som formelle reprasentanter for.

2Spandende fra uddannelsespolitikere, som arbejder med de mest overordnede rammer, over
uddannelsesplanleggere, som beskaftiger sig med indretningen af leseplaner, til lereruddannere,
som arbejder med de mere konkrete implementationsovervejelser i forbindelse med tilrettelaeggelse.

3For at undga hele tiden at skulle skrive elever og studerende, eller at tage stilling til hvilket ord
der i en given sammenhzng er mest pa sin plads, vil vi, som n@vnt tidligere i rapporten, i hovedsagen
bruge ordet “elev”” om alle modtagere af undervisning, uanset trin.

4Spendende fra de matematik-professionelle over de matematikforbrugende professionelle til
brugerne af de matematikholdige almendannende uddannelser, jf. omtalen ovenfor, alle med det s&r-
kende, at de har forladt (de matematikholdige dele af) uddannelsessystemet og nu gerne skulle kunne
drage fordel af at have varet der.

Hvem oplever problemer og
udfordringer?
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Hvis vi — uden at kaste os ud i en ny illustration — tilfgjer den tredje analytiske di-
mension vedrgrende typificeringen af problemet (begrundelses-, indholds- og im-
plementationsproblemer), har viialt 45 (3 x 5 x 3) “celler” i dette tredimensionale’

Mat.udd. problemrum matematikuddannelsernes problemrum. At vi som analytisk vaerktgj valger at ud-
spende et sddant problemrum, skal ikke tages som udtryk for, at vi mener, man
kan eller skal anskue hver celle for sig. Det gelder hverken analytisk eller prak-
tisk. Dertil er de situationer og omstendigheder, som forefindes rundt omkring i
systemet, alt for sammensatte. Men tankestrukturen kan hjelpe med til at komme
hele problemfeltet rundt og pad den made opdage problemer oplevet lokalt, hvis
reekkevidde sa efterfglgende kan analyseres. Desuden kan struktureringen mod-
virke en fristelse til at forblive pa et sa generelt beskrivelsesniveau, at ingen rigtig
oplever, at beskrivelsen vedrgrer dem. Vi har selvsagt bestraebt os pa at vare op-
marksomme pa begge forhold bade her i forbindelse med problematklaringen og i
rapportens analyser i gvrigt.

10.2 Begrundelsesproblemer

Arsager og begrundelser Ved en drsag til at udbyde matematikholdig uddannelse til studerende inden for
et omrade af uddannelsessystemet forstar vi en drivende kraft, der i realiteten har
motiveret og givet anledning til eksistensen af matematikholdig undervisning inden
for dette omrade. Ved en begrundelse for at udbyde matematikholdig uddannelse
forstar vi det at bringe argumenter i spil til stgtte for eksistensen af denne uddan-
nelse. I praksis vil sddanne begrundelser ofte afspejle en eller flere arsager til, at
der faktisk eksisterer matematikundervisning, men dette behgver ikke at veere til-
fzeldet.® Nar vi nedenfor analyserer begrundelsesproblemer, betyder det siledes, at
vi ser pd, hvorvidt — og, i bekreftende fald, under hvilke former — en given mate-
matikholdig uddannelse skal eksistere, og de argumenter og problemstillinger der
kan fremfgres i den forbindelse.

Som led i opstillingen af en brugbar ramme for vores karakteristik af aktuelle pro-
blemer, der knytter an til sddanne arsager, konkluderer Niss (1996, p. 13), at der

Tre typer af arsager grundliggende er tale om kun tre typer af drsager til matematikuddannelse, der
dakker hele den internationale scene:

Den gkonomisk-teknologiske * At bidrage til den teknologiske og socio-gkonomiske udvikling af samfundet
drsag som helhed (herefter kaldet den gkonomisk-teknologiske arsag).

Den individ-orienterede r- * At udstyre individer med varktgjer, kvalifikationer og kompetencer til at
sag hjelpe dem med at klare livets (ud)fordringer (herefter kaldet den individ-

orienterede arsag).

SDe tre dimensioner “uddannelsestype”, “interessegruppe” og “problemtype” sztter fokus pa
hhv. hvor, hvem og hvad i forbindelse med matematikdidaktiske analyser, ikke at forveksle med
hvorfor-hvad-hvordan-sondringen, som vedrgrer matematikundervisningen per se.

6Jzvnfer omtalen i Niss (1996, p. 12f).
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» At bidrage til samfundets politiske, ideologiske og kulturelle vedligeholdelse
og udvikling (herefter kaldet den politisk-kulturelle arsag).’

Nar disse arsagskategorier er relevante skyldes det, at mange begrundelsesproble-
mer i det vaesentlige udspringer af at fokusere pa en af de tre kategorier. Det gaelder
ogsa de tre problemstillinger, vi nedenfor har valgt at fremhave.

10.2.1 Skaevvridning af arbejdsstyrkens kvalifikationer

Igennem de sidste 50 &r har en central begrundelse for eksistensen af matematikun-
dervisning fra aftagerside veret, at en matematisk (og teknisk-naturvidenskabeligt)
veluddannet befolkning var og er en foruds@tning for fgrst etableringen, og siden
opretholdelsen, af velfzrdsstaterne i de fleste vesteuropaiske lande.? Begrundelsen
rummer to aspekter; et der refererer til den gkonomisk/teknologiske arsag, og et der
refererer til den individorienterede arsag. Den sidstn@vnte, der primert drejer sig
om livet som borger i et demokratisk samfund, behandles i afsnit 10.2.3. Rationalet
bag den gkonomisk-teknologiske begrundelse er i korte traek som fglger:

Lokomotivet foran etableringen af den danske velfzrdsstat’ i 50’erne og 60’erne
var en stigende gkonomisk vaekst. Som det tydeligt fremgar af den politiske debat
i disse &r, regnes en sadan vakst ogsa for en forudsatning for dens opretholdelse, i
hvert fald i de ledende lag i samfundet. Et stort og voksende bruttonationalprodukt
er den bedste made at sikre, at staten kan opretholde et hgjt aktivitetsniveau. I den
forbindelse har der i nyere tid varet bred politisk enighed om, at store mengder
arbejdskraft ikke i sig selv er svaret, men at arbejdskraftens vidensniveau er nok sa
vasentlig. Et afggrende kvalifikationskrav er sdledes evnen til at udvikle og udnytte
produktionsforhold, der muligggr @¢get produktivitet. Det svarer til et optimistisk

"Denne kategorisering kan ses som en uddybning af en klassisk og mere overordnet tilgang. Ifglge
denne er uddannelsessystemets rolle i samfundet dels at indfgre eleverne i samfundets mangeartede
facetter og tenkemader, altsa indfgrelsen i samfundets seregne kultur, og dels at udstyre dem med
teknikker og metoder, som er ngdvendige for at kunne klare sig og deltage i samfundets funktioner,
fx det at kunne skrive, l&se og regne. De to roller kaldes hhv. den socialiserende og kvalificerende
rolle. Med denne forstdelse er de politisk/kulturelle arsager udtryk for et gnske om socialisering,
mens de gkonomisk/teknologiske og individorienterede arsager er udtryk for et gnske om kvalifice-
ring. For analyser med et dansk perspektiv: se endvidere fx Christiansen (1989), der handler om den
gymnasiale matematikundervisning, Jensen & Kyndlev (1994), der er righoldig pa kildehenvisnin-
ger om samme, samt Undervisningsministeriet (1978) og Undervisnings- og forskningsministeriet
(1990), der er redeggrelser omhandlende mange niveauer.

8Se evt. Gregersen & Jensen (1998) for en fyldigere historisk gennemgang af argumenterne end
den, der gives her.

9Begrebet velfwrdsstat bruges for samfund, hvis indretning bl.a. er karakteriseret ved hgj grad
af social sikkerhed, dvs. samfund hvor den sociale stratifikation (lagdeling) nok eksisterer, men er
relativt lav. Nogle bruger betegnelsen socialstat om samme type. En velf@rdsstat er karakteriseret
ved, at befolkningens velfzrd er et formuleret mal i den offentlige politik, og hvor staten treffer
aktive tiltag for at na dette mal. En velfeerdsstat er altsd en aktiv stat, der intervenerer i de frie
markedskrefters spil med henblik pd omfordeling af ressourcerne.

Den politisk-kulturelle arsag

Behov for en mat. veludd.
befolkning
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teknologibegreb, der opfatter teknologien som “en stgrrelse mennesket indskyder
mellem sig og naturen” for bedre at kunne £ magt over den og nyttigggre den.'®

I den sammenhang kommer matematiske kundskaber — og dermed den under-
visning der skal frembringe dem — pa banen som central aktgr af to grunde: For
det forste fordi sddanne kundskaber ofte er ngdvendige for at kunne udnytte tek-
nologi i traditionel forstand. For det andet fordi matematik gennem matematiske
modeller selv udggr en sadan teknologi. Hermed er det r&sonnement, der fra en
aftagervinkel begrunder matematikundervisningens sé fremskudte placering, til-
endebragt: Uddannelsespolitikken med matematikundervisningen i en frontrolle
er, via arbejdsmarkedspolitikken, helt central for velferdsstatens opretholdelse og
videreudvikling. Altsd pa sin vis en politisk-kulturel begrundelse, som fgrer en
gkonomisk-teknologisk begrundelse med sig.

Pé denne baggrund er det et problem, nar eleverne ikke i tilstreekkelig grad velger
de former for uddannelse, som samfundet gerne vil have dem til. Der er en gene-
rel tendens til, at sggningen til de forskellige videregaende studier udviser negativ
korrelation med den vagt, matematisk indsigt og kunnen deklareres at have pa de
respektive studier. Flere undersggelser (fx Simonsen & Ulriksen; 1998) peger p4,
at et af de afggrende kriterier ved valg af studieretning for mange mennesker er, at
studierne kan bidrage til deres lgbende selvrealiseringsprojekt, som de oplever, at
en stadig mere kompleks verden ngdvendigggr. Her kan matematikholdige uddan-
nelser let komme i klemme.

De mulige kilder til dette problem kan befinde sig flere steder, fx i selve matema-
tikken som fagomréde, eller i det forhold, at matematikholdige uddannelser tradi-
tionelt stiller betragtelige arbejdsmeassige, psykologiske og andre krav til eleverne.
Vi skal afsta fra at ga i dybden med dette spgrgsmal i denne sammenhang.

Sg@gningen til nogle af ingenigruddannelserne er faldet kraftigt de senere ar, medens
flere af de andre matematiske professionsuddannelser ikke er direkte svaekket —
men der er pa den anden side ikke indtruffet en veekst, der modsvarer samfundets
efterspgrgsel.

Pa de matematikforbrugende uddannelser star uddannelsesplanlaeggerne i et ube-
hageligt dilemma: Som konsekvens af ovenn@vnte negative korrelation kan de en-
ten melde @rligt ud, hvilket matematikforbrug der er tale om, og tilrettelegge stu-
diet derefter, hvilket let forer til, at uddannelsen sa&ttes i bds med de matematiske
professionsuddannelser. Eller man kan for at gge ansggningstallet nedtone mate-
matikindholdet, og sa forsgge ad hoc at rade bod pa de skavheder i ansggernes
kompetencemgnster, der fglger i kglvandet pa den beslutning.

Begge dele fgrer til den skaevvridning af arbejdsstyrkens kvalifikationer, som n@v-
nes i overskriften. Der er — set fra aftagerside — simpelthen for f4, der stiller sig
positivt til en matematikholdig uddannelse.

108e Jensen & Skovsmose (1986).
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10.2.2 Relevansparadokset og motivationsproblemet

Pa den ene side tillegges matematikkundskaber (og matematikundervisning til at
frembringe dem) altsd vaesentlig betydning i alle samfund af vores type. Man kan
konstatere, at det af samfundsmassige grunde er objektivt relevant, at “nogle” be-
sidder sddanne kundskaber. I Igbet af det seneste arhundrede er tendensen géet i
retning af, at “nogle” skal forstas som “stadig flere”, og i den sidste fjerdel af det

20. arhundrede simpelthen som “alle”.!!

Pa den anden side er der mangfoldige vidnesbyrd fra alle lande og alle undervis-
ningstrin om, at betragtelige grupper af elever i uddannelsessystemet har svart ved
at se den subjektive relevans af den matematikundervisning, de modtager, og af i
det hele taget at beskeftige sig med matematik. Det kan der vare flere forklaringer
pa. En mulighed er, at det er, fordi eleverne ikke far adgang til at stifte bekendt-
skab med den objektive relevans af matematikkundskaber, eller fordi de pa trods
heraf ikke fgler sig overbevist om den. En anden mulighed er, at eleverne faktisk
er overbevist om denne relevans pa det samfundsmassige plan, men uanset dette
ikke fgler matematikkundskaber personligt nyttige eller vedkommende i forhold til
deres forestillinger om fremtidig karriere og tilverelse. P4 individplanet kan det
for nogle give sig udtryk i en opfattelse, der i slagordsform kan formuleres séledes:
“Jeg ved godt, at jeg ikke kan bruges til noget uden matematik; alligevel kan jeg
ikke bruge matematik til noget.”

I begge tilfelde skaber mods@tningen mellem den objektivt foreliggende relevans
og den subjektivt oplevede irrelevans et paradoks, det sdkaldte relevansparadoks.
Hvis relevansparadokset angar tilstraekkeligt store grupper af elever, bliver det til
et samfundsproblem og dermed til en udfordring, som uddannelsessystemet i al-
mindelighed og matematikundervisningen i s@rdeleshed ma ggre, hvad de kan for
at tackle. Meget tyder p4, at et sddant samfundsproblem i disse ar eksisterer bade
internationalt og i Danmark.

Relevansparadokset ytrer sig ikke blot pa samfunds- og individniveau, men ogsa
pa institutionsniveau. I folke- og gymnasieskoler, savel som pa videregdende ud-
dannelsesinstitutioner, ses der at vaere problemer med at bringe matematikfaget i
spil i sammenh@ng med andre fag. Ofte har l@rere i andre fag, men ikke sjeldent
ogsa matematiklerere, vanskeligt ved at se, hvad matematikken ggr godt for, enten
pé institutionen som helhed eller over for netop disse andre fag. Dette pa trods af,
at flere og flere fag rummer matematikholdige ingredienser i stadig stigende om-
fang, omend den matematiske karakter af ingredienserne ikke altid erkendes, fx pa
grund af sprogbrug eller begrebsapparat. Denne manifestation af relevansparadok-
set giver sig udslag i et isolationsproblem, som bade er til skade for matematikun-

1Ved at sige at praktisk taget alle i samfundet bgr bringes til at besidde en eller anden form for
matematikkundskaber, har man ikke sagt noget om, hvilke slags matematikkundskaber forskellige
kategorier af samfundsmedlemmer bgr udstyres med, og hvordan de skal erhverve dem. Det er jo et
spgrgsmal, som er sggt behandlet tidligere i denne rapport.

Mat.kundskabers objektive
relevans

Subjektiv irrelevans

Relevansparadokset

Isolationsproblemet
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dervisningen og for de fag, som kunne have udbytte af en bevidst inddragelse af
matematiske komponenter i deres virksomhed.

Det kan ogsa vere, at eleverne nok er blevet overbevist om relevansen af at er-
hverve sig matematikkundskaber, fx i forhold til de uddannelses- og karriereplaner
de har, og derved for sa vidt ogsa finder beskaftigelsen med matematik med hen-
blik pa at opna disse kundskaber subjektivt relevant, men at de ikke desto mindre
finder arbejdet med matematik kedeligt, menings- eller perspektivigst, uvedkom-
mende, eller maske simpelthen for kreevende i forhold til det forventede eller opna-
ede udbytte. I denne situation foreligger der sadan set ikke noget relevansparadoks,
men der foreligger et vasentligt motivationsproblem, som — hvis det har et markant
omfang (og ogsa det synes at vare tilfeldet i disse ar, i det mindste pa nogle ud-
dannelsestrin) — kan vere lige sé alvorligt for bestrebelserne pa at udstyre befolk-
ningen med funktionelle matematikkundskaber som relevansparadokset. Sat skarpt
op kan man sige, at hvis ikke matematikundervisningen er i stand til at frembringe
et mindstemal af begejstring for faget hos modtagerne, kommer selv de bedst be-
grundede, gennemt@nkte og tilrettelagte undervisningsplaner til kort.

Det er arbejdsgruppens opfattelse, at bade relevansparadokset (inklusive dets mani-
festation som et isolationsproblem) og motivationsproblemet er til stede i en grad,
som skaber betydelige udfordringer for indretningen og gennemfgrelsen af en vel-
lykket og udbytterig matematikundervisning.

10.2.3 En mulig trussel mod “matematik for alle”?

Som tidligere n@vnt har politikere og andre beslutningstagere, den almindelige of-
fentlighed og matematikundervisningsmiljger i alle lande, i Igbet af det 20. d&rhund-
rede vennet sig til at tage det for givet, at matematikkundskaber og matematikun-
dervisning tillegges stor og voksende betydning pa alle uddannelsestrin. Mange
lande har investeret store ressourcer og anstrengelser i at oprette matematikunder-
visning pa steder, hvor den ikke tidligere fandtes, og i at konsolidere og udbygge
den pa steder, hvor den allerede eksisterede. P4 den méade har matematikunder-
visning fundet vej til nye kategorier af modtagere, som ikke tidligere fik adgang
til en sddan. Det er ikke en overdrivelse internationalt set at karakterisere hoved-
strgmningen i matematikundervisningen i den anden halvdel af det 20. drhundrede
som en udvikling hen imod “matematik for alle”. Som det ogsé blev antydet i af-
snit 10.2.1 har alle lande — bade industrialiserede lande i gst og vest og i den tredje
verden — varet overbeviste om, at deres borgeres matematikkundskaber er af af-
ggrende betydning for den vellykkede funktion og videreudvikling af samfundet
i form af teknologisk, socio-gkonomisk og kulturel velferd. Jo mere matematisk
kompetent den almene befolkning i et land er, jo bedre ville dette land veare stillet
1 henseende til materiel og immateriel velstand og vakst, sagde doktrinen.

Med andre ord, mens matematikundervisning (ud over elementer regning) fgr om-
kring 1960 udelukkende blev et ret begraenset udsnit af befolkningen til del, var
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matematikundervisningen ved slutningen af det 20. arhundrede udbygget til at hen-
vende sig til mange grupper af elever, som ikke ville have valgt den af egen drift,
dvs. safremt personlig tilbgjelighed og interesse pa valgtidspunktet var det eneste
som talte.

Globalt set tyder meget pa, at det ikke leengere kan regnes for en selvfglge, at sam-
fundet vedblivende vil betragte matematikundervisning for alle som noget serdeles
vasentligt, der Igbende skal udvikles og udbygges.

I Japan er det for nyligt blevet besluttet at reducere omfanget af den almene ma-
tematikundervisning i skolen betragteligt. For et par ar siden udspandt der sig —
under overskriften “Sieben Jahre sind genug” — i Tyskland en voldsom debat om,
hvor megen matematik den enkelte i virkeligheden havde brug for at tilegne sig.'?
I Norge og Sverige hgres rgster fra almenpadagogisk hold, der slar til lyd for en
vasentlig reduktion eller ligefrem fjernelse af matematikken i den almene skole.
I Danmark fremsattes fra Gymnasieskolernes Lererforening forslag om, at mate-
matik ikke skal vere obligatorisk (felles)fag i HF. I dagspressen offentligggres fra
tid til anden artikler, som taler for en drastisk nedtoning af matematikundervisning
for almindelige elever. Et eksempel pa det er en artikel i Politiken den 24.10. 2001
af teknisk direktgr Rasmus Wiuff (medlem af Teknisk Uddannelsesrad), som bl.a.
skriver, at “matematik alt for leenge har faet lov til at sta urgrt som en indiskutabel
ngdvendighed, bade pa de videregdende uddannelser, i gymnasiet og i folkeskolen.”
Dette er blot enkelteksempler, men grundleggende treek ved de moderne samfunds
indretning og virkemade peger pa, at disse eksempler maske ikke er sa tilfeldige,
men led i mere dybtliggende processer. Vi skal forsgge at fremdrage nogle af disse
trek.

For det fgrste er det, i vore dages komplekse samfund, ikke sa lige til at levere
en direkte og konkret pavisning af, ngjagtigt hvilke matematiske kundskaber som
er ngdvendige for at bega sig i forskellige livssfaerer og samfundssektorer. Derfor
kan det, jf. relevansparadokset, vaere nok sé vanskeligt at forbinde de ting, som er
pa dagsordenen i matematikundervisningen med forhold af samfundsmassig rele-
vans, i det mindste for det flertal af befolkningen som ikke skal arbejde i markant
matematikforbrugende professioner. Hvis det, siges det af nogle, vedvarende viser
sig vanskeligt at demonstrere den umiddelbare relevans af skole- eller universitets-
matematiske kundskaber for verden uden for undervisningslokalerne, er matematik
maske slet ikke s vigtig for flertallet.!3

For det andet ma det indrgmmes, at der trods betydelige indsatser i undervisnings-
udvikling og -forskning er grenser for, hvor godt det i de fleste lande er lykkedes
at bibringe det store flertal af elever i uddannelsessystemet sa solide, overbevi-
sende og brugbare matematikkundskaber, som det var tilsigtet. For mange mod-

2Debatten, som blev fort bide i aviser og tidsskrifter, blev ansporet af en afhandling af Hans
Werner Heymann (Heymann; 1996).

13Se fx The National Commission on Mathematics and Science Teaching for the 21st Century
(2000), som er en rapport fra et amerikansk kommissionsarbejde.
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tagere af matematikundervisning far et for ringe udbytte af den. Ville det sa ikke
vare mere rationelt og humant at koncentere bestraebelserne om at undervise dem,
som virkelig kan fa noget ud af undervisningen? Maske ville der, ved at reservere
substantiel matematikundervisning for sidanne elever, skabes et hgjere udbytte af
uddannelsesinvesteringerne end ved at fastholde “matematik for alle” som den bae-
rende opgave. Ikke mindst mange matematiklerere og andre matematikere rundt
om i verden er begyndt at fremfgre sidanne synspunkter, blandt andet i frustra-
tion over ikke at have tilstreekkelige muligheder for at ggre noget effektivt for den
sidstn@vnte gruppe.

For det tredje ser det ud til, at en stor del af den viden og de ferdigheder, som tradi-
tionelt har vaeret hjgrnesten i matematikundervisningen pa forskellige niveauer, nu
kan varetages hurtigere og sikrere ved hjalp af IT, der tillige kan handtere opgaver,
som var helt utilgeengelige i de tider, hvor matematikundervisningen brugte mange
krefter pa at uddanne “den menneskelige regnemaskine”. Ville det sa ikke, lyder
tankegangen i fortsettelse af den foregdende, veere meget mere effektivt at foku-
sere samfundets uddannelsesindsats pa at sette folk i almindelighed i stand til, pa
kompetent og fleksibel vis, at omgas IT, ogsé nar det gaelder matematik, i stedet
for at spendere betydelige ressourcer pa at gennemfgre matematikundervisning for
store grupper af elever, som ikke har sé let ved at leere det? Selvfglgelig har sam-
fundet stadig brug for en hel del mennesker, som virkelig kender og behersker en
stor mengde matematik pa en dybtgdende made. Men denne gruppe vil ikke desto
mindre vare af relativt beskeden stgrrelse, og antagelig langt lettere at undervise
end flertallet.

En understregning af denne tendens ses i det forhold, at mange lande har ivaerk-
sat opbremsning af de udgifter til undervisning (og forskning), som ikke giver
et abenbart og umiddelbart udbytte. Nedskaringer af et system fgrer let til svig-
tende entusiasme og demoralisering, og dermed fremkomsten af fejlfunktioner og
ineffektivitet. Dette fgrer til krav om yderligere rationalisering (trimning og omor-
ganisering) af systemet, der ender med, i bred ligegyldighed, at koncentrere sine
indsatser om de mindre tunge problemer. I uddannelsessystemet fgrer det mange
steder til, at kreefterne s@ttes ind over for de dygtigere elever, som kan klare sig
godt og ggre fremskridt uden alt for megen assistance, mens de elever, som har
brug for mere hjelp, negligeres eller lades tilbage.

Der er mange grunde til at tro, at tendenser, som de beskrevne, ogsa vil vinde fod-
feeste i Danmark med stgrre styrke, end tilfeldet er i dag. Vi pastar ikke, at dette vil
ske meget hurtigt, eller at disse tendenser vil blive de dominerende i de n&rmeste
ar. Alligevel finder vi det ngdvendigt at bruge kraefter pa at overveje problemstil-
lingen ngje. Hvis overvejelserne munder ud i, at disse tendenser bgr have medvind,
vil det fgre til en vaesentlig forandring af sivel rammerne og perspektiverne for ma-
tematikundervisningen pa alle trin, som af den n@rmere udformning og gennem-
forelse af den. Hvis konklusionen derimod bliver, at tendenserne bgr modarbejdes,
er det ngdvendigt at udtenke og iverksatte mere effektive strategier til formalet
end dem, der synes at veere til radighed for gjeblikket. Om det ene eller det andet er
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situationen, ma komme an pa en nzrmere analyse. I alle tilfzelde repraesenterer den
latente trussel mod “matematik for alle” en vasentlig udfordring for dette projekt
og for dansk matematikundervisning fra top til bund. Vi vil dog ikke undlade at
markere, at vi — om ikke andet sd af hensyn til et gnske om at fremme befolknin-
gens demokratiske kompetence — anser det for vesentligt at fastholde “matematik
for alle” som en central opgave for dansk matematikundervisning. Hvordan denne
opgave sa nermere skal fortolkes og lgses, er en anden sag.

10.3 Implementationsproblemer

Der er en afstand mellem det mulige og det realiserede udbytte af de forskellige
slags matematikholdige uddannelser. Uden for en utopisk forestillingsverden vil
det selvfglgelig altid vare tilfeeldet, men for nogle af eleverne er afstanden stgrre,
end rimeligt er, og der er for fa, der pa et givet uddannelsestrin nar op pa det hgjest
mulige niveau.

Denne karakteristik udggr det felles element for alt, hvad vi vil betegne implemen-
tationsproblemer. Sadanne problemer er uundgaeligt forbundet med forestillinger
om det tilsigtede indhold pé en given uddannelse, og begrundelser for maden dette
indhold bringes i spil pa, men det er oplevelsen af, at “det virker ikke (godt nok)”,
der er i fokus her. Alle de forhold, der omtales nedenfor, kan ses som forsgg pa gen-
sidigt supplerende forklaringer pé, at denne oplevelse eksisterer forskellige steder
i uddannelsessystemet.

10.3.1 Problemer med leerernes kvalifikationer

Som det fremgér af kapitel 6 om matematiklereres kompetencer, er det at vere
en god matematiklerer en kompleks udfordring, som mange undervisere pa alle
niveauer mgder pa fortreffelig vis og oplever som bade spendende og personligt
meningsgivende. Da der alene i Danmark er et femcifret antal mennesker, som i
deres daglige beskeaftigelse stilles overfor denne udfordring, er det trivielt, at der
ogsa er nogle, der ikke til fulde magter udfordringen. Det kan den enkelte og de
miljger, han/hun er en del af, opleve som problematisk og forsgge at ggre noget ved,
men eksistensen af mindre gode matematiklerere er noget, uddannelsessystemet til
enhver tid mé leve med. Er antallet begraenset, udggr eksistensen af sddanne leerere
ikke i sig selv et samfundsmeessigt problem.

Det problematiske bestar — som vi ser det — i, at det desverre er en ikke forsvin-
dende andel af matematiklererne pa de forskellige niveauer, som ikke i tilfredsstil-
lende grad magter udfordringen, og at der er tegn p4, at det et stykke hen ad vejen
skyldes mangler i den vifte af kompetencer, som man efter vores mening skal vaere
i besiddelse af for at kunne levere god matematikundervisning. At der sa ydermere
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kan spores en vis systematik — se nedenfor — i typen af kompetencer, som mate-
matiklererne pa de forskellige uddannelsesmaessige niveauer synes at mangle, er
pa sin vis foruroligende, men giver ogsa begrundet hab om, at der er tale om et
problem, som ad politisk og tilretteleggelsesmessig vej kan afthjelpes.

Vi vil i et senere afsnit fremszatte nogle konkrete bud pa, hvilke initiativer det i den
forbindelse vil vaere gnskeligt at iverksatte. Pa dette sted vil vi resumere nogle
af de betragtninger om den gode matematiklerer, som blev fremsat i kapitlet om
matematiklerere, for herigennem at kunne pege pa, hvori det systematiske i pro-
blemets karakter ligger.

Den gode matematiklerer

Pa den teoretiske front skal den gode matematiklerer veere fagdidaktisk reflekteret,
hvilket vi bruger som samlende betegnelse for det at vaere i stand til — og se det som
en naturlig del af leererprofessionen — i et fagligt perspektiv at reflektere over de tre
klasser af grundleeggende didaktiske spgrgsmal og, nok sa vigtigt, deres indbyrdes
sammenhang, jf. afsnit 10.1: Hvorfor iverksettes den foreliggende matematik-
holdige undervisning — hvad er den objektive samfundsmassige begrundelse, og
i hvilken udstrekning kan jeg identificere mig med den? Hvad er det, eleverne
gerne skal lere ved at deltage i undervisningen, og hvilke kompetencer skal de
udvikle herigennem, lige fra de helt overordnede alment padagogiske og metafag-
lige aspekter til de helt konkrete ferdigheder? Hvordan kan jeg bedst bidrage til,
at eleverne udvikler de gnskede kompetencer, og lerer det de skal — hvad er de
optimale “vekstbetingelser” i den foreliggende situation, og hvilke vanskeligheder
og forhindringer skal jeg vare opmarksom pa? Det er vard atter at pointere, at
hvis man skal kunne reflektere over spgrgsmal som disse pa kvalificeret vis, er det
hverken tilstreekkeligt at vaere fagligt eller alment didaktisk reflekteret.

Hvad angér den praktiske del af professionen, skal den gode lerer selvfglgelig
vere i stand til at “braeende igennem”, at “na ud over katederet” til eleverne. Om
man er i stand til det, er i forste reekke et spgrgsmal om den enkeltes personlige
karaktertrek, stil og livserfaring, og kun i anden rekke om skoling i betydningen
“systematisk tillerte kompetencer og pedagogiske teknikker”. Der, hvor skoling
potentielt spiller en central rolle, er, nar det handler om, hvorvidt den enkelte lerer
er i stand til at fa sin praktiske formaen og sin fagdidaktiske indsigt til at spille
konstruktivt sammen og pa den méade udggre en helhed, hvilket vi opfatter som en
afggrende del af karakteristikken. !4

Idealtypen pa den gode matematikicerer vil vi saledes karakterisere som en fagdi-
daktisk reflekteret person, der er i stand til at praktisere pa dette grundlag, og som
anerkender og konstant er i dialog med sig selv (og andre) om det komplementare

14Vigtigheden af dette samspil er godt beskrevet af Ramsden (1999, p. 139ff.), som bruger det til at
udskille den foretrukne af tre sammenholdte teorier om undervisning. Udgangspunktet er opfattelsen
blandt universitetslerere, men det er ikke afggrende for analysen pa de anfgrte sider.
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forhold mellem den fagdidaktisk reflekterende og den praktiserende side af god
undervisning.

Malet med den brede pensel mener vi med dette udgangspunkt at kunne se fglgende
generelle mgnster:

Folkeskolen

I folkeskolen — eller mere generelt pa de uddannelser, hvor autorisation som larer
forudseatter en seminarie-uddannelse — kan man ikke tage matematiklerernes nere
forhold til matematikkens substans for givet, alene af den grund at ganske mange
praktiserende matematiklerere ikke virker pd baggrund af en fagligt-padagogisk
uddannelse i faget. Til gengeld er de fleste gode praktikere, bl.a. fordi de i almin-
delighed holder af at undervise og pa anden made opdrage bgrn og unge. Som
hovedregel foregér praktiseringen i et kvalificeret samspil med refleksioner over
generelle problemstillinger af hvordan-karakter, der som det mest karakteristiske
indebarer en fokusering pa tilretteleggelse af aktiviteter, der danner grundlag for
leering i en meget spredt elevgruppe.

Problemet er, at den store optagethed af og viden om generelle metodemessige
diskussioner og problemstilllinger ofte sker pa bekostning af fagdidaktiske reflek-
sioner af begrundelses-, indholds- og leringsmassig art, bedgmt ud fra de dis-
kussioner, der fgres. Nér begrundelses-, indholds- og leringsmassige refleksioner
ind imellem bringes pa banen, er det overordnede fagdidaktiske perspektiv ofte sa
godt som fraverende: Begrundelsesdiskussionerne foregér pa et alment padago-
gisk grundlag med henvisning til undervisningens generelle opdragelsesmassige
aspekter, refleksioner over undervisningens indhold foregér fragmenteret og forbli-
ver ved den meget praksisnare overvejelse om, hvad der i forhold til enkeltstdende
begreber og ferdigheder kan lade sig ggre, mens leringsdiskussioner forbliver pa
et generelt niveau, som alle i leerergruppen uanset faglig baggrund kan deltage i pa
lige fod.

De gymnasiale uddannelser og de hgjere laereanstalter

P4 de gymnasiale uddannelser og de hgjere lereanstalter — eller mere generelt pa
de uddannelser, hvor autorisation som lerer forudsatter en kandidatuddannelse —
kan man ikke tage matematiklerernes karlighed til selve det at undervise i ma-
tematik for givet. Heraf fglger ikke, at der ikke er mange gode praktikere blandt
dem, blot at udgangspunktet for mange er en fascination af, og interesse for, fa-
get matematik, snarere end for det didaktiske problemfelt. For andre er matematik
et sekundert fag i forhold til deres hovedfag, som maske ikke har den mindste
forbindelse til matematik eller naturvidenskab. Nogle lerere har valgt at studere
matematik som et karrierefremmende middel, snarere end som et fag med egne
attraktioner. I begge tilfaelde bliver perspektivet pa arbejdet som matematiklerer
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domineret af indholdsmassige refleksioner (“hvad-problemer”), primart med fo-
kus pa internt faglige problemstillinger, som de fleste lerere pa disse uddannelses-
trin fgler at kunne forholde sig til pa et godt grundlag. Leererens undervisning og
faglige overblik star som det centrale omdrejningspunkt.

I forhold til karakteristikken af den gode matematiklarer er problemet pad gym-
nasieomradet, at de internt faglige indholdsmessige problemstillinger, som flit-
tigt vendes og drejes (debatten i lererforeningsudgivelsen LMFK-bladet er en god
indikator), kommer til at fylde s meget, at det skygger for en diskussion med
flere nuancer. Interessen i for alvor at inddrage begrundelses- og implementations-
massige refleksioner kan — hvad enten det drejer sig om problemstillinger med
udgangspunkt heri eller om at anlegge et lidt bredere metafagligt perspektiv pa
indholdsmassige problemstillinger — ofte ligge pa et lille sted, hvilket kan tankes
langt hen ad vejen at henge sammen med, at de matematiklerere, vi her taler om,
fgler sig mindre kompetente pa disse omrader i sammenligning med deres, i mange
tilfeelde, solide internt faglige kundskaber.

Sammenfatning

Sammenfattende, om end uden tvivl forenklende, synes der saledes at vere to for-
skellige — og til dels modsatrettede — problemer i forhold til kvalifikationsmgnsteret
blandt matematiklererne pa de forskellige typer uddannelser: Et metodefetiche-
ringsproblem, som, sat pa spidsen, bestar i at opmarksomhed pé elevernes mulig-
hed for lering gennem aktivitet ophgjes til det, som alle andre problemstillinger
roterer omkring, og et tilsvarende fagfeticheringsproblem, som bestér i at tilskrive
leererens opmarksomhed pa videnskabsfaget matematik denne status. De to vidt
forskellige matematiklererkulturer, som fglger af, at de to problemer eksisterer
samtidig forskellige steder i det danske uddannelsessystem, rummer nok en ikke
uvasentlig del af forklaringen pa mange af de gvrige implementationsproblemer,
som omtales nedenfor.

10.3.2 Sammenhgengs-, overgangs- og progressionsproblemer

Blandt de problemer og udfordringer, som har fgrt til oprettelsen af KOM-projektet
og nedsettelsen af arbejdsgruppen, er der flere, som er indbyrdes forbundne i en
grad, som naermest far dem til at udggre et kompleks. For nemheds skyld kalder vi
dem alle problemer, selv om de oftest tager form af udfordringer. Den ene type an-
gar sammenheng i den matematikundervisning og -tilegnelse, som finder sted i de
forskellige lag i uddannelsessystemet. Den anden type problemer angér overgang-
en mellem uddannelsesformer og -niveauer, fx fra folkeskole til gymnasium, eller
fra gymnasium til videregdende uddannelse. Den tredje og sidste type problemer
angar progressionen i matematiktilegnelsen — herunder vakst af viden, kundskaber
og feerdigheder — op igennem uddannelsessystemet, bade pa langs ad uddannelses-
niveauerne og inden for det enkelte niveau.
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Sammenhzngsproblemer

Det er en ofte gjort observation, at forskellige uddannelsesformer og institutions-
typer opretholder forskellige opfattelser af, hvad faget matematik er og gar ud p4,
af hvad matematikundskaber bestar i, og hvordan de erhverves, og af hvordan ma-
tematikundervisningen derfor bgr bedrives. Hardt optrukket ser vi fglgende gene-
relle mgnster: I folkeskolen og pa seminarierne leegges ofte stor vaegt pa begrebs-
opbygning og forstaelse gennem udforskende og afsggende elevaktiviteter inden
for uformelle disciplinrammer og mindre pé fx indgvelse af ferdigheder og — for
folkeskolens vedkommende — formel symbolbehandling. I det almene gymnasium
leegges ofte vaegt pa begrebsopbygning og forstielse gennem opgaveregning med
tyngdepunkt i netop symbolbehandling, og i erhvervsgymnasierne betones navnlig
anvendelsen af begreber og metoder i andre fag- og praksisomrader. I universite-
ternes matematikundervisning (ogsé i hjelpefagsundervisning) fokuseres derimod
ofte pa stringent teoriopbygning og matematisk bevisfgrelse.

Problemet heri er ikke s meget selve forskelligheden i de forskellige uddannel-
sesformers betoninger af, hvad der er det vasentlige i matematik, som jo kan vare
velbegrundede nok (de har jo ikke identiske opgaver eller vilkér), men at disse for-
skelle af lerere og elever kan opfattes som nesten modsatrettede. Det opleves af
mange aktgrer sddan, at uddannelsesniveauerne ikke er feelles om den opgave at
lere eleverne matematik, men handhaver sa forskellige opfattelser og traditioner
pa feltet, at man i stedet for at bidrage til at lgse den samme opgave fra forskellige
sider og synsvinkler nasten kommer til at spende ben for hinandens virksomhed.
For mange elever opleves det som om, de pa et nyt uddannelsestrin pludselig skal
til at foretage sig noget helt andet end det, der var pa dagsordenen tidligere, og at
det, der fgr var uvigtigt, nu pludselig er blevet vigtigt, og omvendt. Det er imidler-
tid vaesentligt at holde sig for gje, at sammenh@ngsproblemet ikke i sig selv er et
overgangsproblem (se nedenfor), selv om det maske nok i serlig grad kommer til
syne ved overgangen fra en uddannelsesform til en anden, men fgrst og fremmest
er et spgrgsmal om forskelle mellem disse former.

Undertiden er holdnings-, traditions- og kulturforskellene mellem uddannelsesni-
veauerne sa store, at der opstar gensidig mangel pa respekt for de andres arbejde
og institutioner. Problemer pa et trin henfgres gerne til at veere det umiddelbart fo-
regdende (eller efterfglgende) trins “skyld”, idet man der leegger vagt og bruger
kreefter pa “det forkerte”, har for svage forudsatninger osv., sadan at man fx ikke
“leverer en ordentlig vare”, respektive har helt urealistiske forventninger. Nar sa-
danne “dem-og-os” syndromer skabes og udvikles, ledsages de ofte af manglende
lyst og vilje til at orientere sig ordentligt om betingelser og realiteter i de andres
verden, og i stedet for indsigtsbaserede billeder og beskrivelser af denne verden
udvikles karikaturer og vrengbilleder, som bidrager til at forgge afstanden mellem
miljgerne.

I sagens natur er det vanskeligt at f4 overblik over, i hvilken grad der faktisk hersker
forhold som skitseret overfor. At der er noget om snakken, er imidlertid uomtvis-
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teligt. Og i det omfang det er tilfeldet, er det klart, at et resultat let kan blive
forvirring og manglende sammenh@ng og konsistens i den enkelte elevs mate-
matikopfattelse, og sandsynligvis dermed ogsa i deres matematikkundskaber. Fra
KOM-projektets perspektiv vil det at benytte felles s@t af matematiske kompeten-
cer, som de her foreslaede, som et hovedmiddel i beskrivelsen og tilretteleggelsen
af undervisningen pa alle trin, vaere et forste — stort — skridt pa vejen til at ggre
noget ved sammenh&ngsproblemet.

Overgangsproblemer

Denne type problemer vedrgrer de vanskeligheder i form af faglig diskontinuitet,
faglige tilpasnings- og tilretteleggelsesproblemer, og dermed forbundet elev- og
leererusikkerhed, som opstér i forbindelse med elevers overgang fra et uddannelses-
niveau til det neste. Det fgrer videre til spild af mentale og gkonomiske ressourcer,
og til svaekkelse af elevers motivation og interesse for at beskeftige sig med mate-
matikholdige ggremal, samt til tab af tempo og progression i matematiktilegnelsen.

Arsagerne til overgangsproblemerne ligger dels i selve det, at skiftet fra en insti-
tutionsform til en anden, som har andre opgaver, perspektiver og vilkar, i alle fald
vil afstedkomme friktion, ikke mindst da elevernes personlige modning samtidig
kommer i spil over l&ngere tidsstraek. Men de ligger ogsé i de holdnings-, kultur-
og traditionsforskelle uddannelsesniveauerne imellem, som omtaltes ovenfor, bade
i henseende til uddannelsesniveauerne i almindelighed og i henseende til matema-
tikspecifikke forhold i s@rdeleshed.

Progressionsproblemer

Denne type problemer géar ud pa, at en reekke forskellige aktgrer, iagttagere og af-
tagere i tilknytning til dansk matematikundervisning finder, at der sker en for ringe
progression i veksten, udviklingen og konsolideringen af den enkelte elevs mate-
matikkundskaber i Igbet af hans/hendes vej op igennem uddannelsessystemet. Der
tales om, at der bade i matematikundervisningen inden for den enkelte uddannel-
sesform (det kunne fx veare folkeskolen eller HF) og pa langs ad disse, finder en
utilstrekkelig faglig progression sted, dvs. at tingene i for hgj grad udspiller sig pa
det samme niveau, uden at der for alvor vindes nyt land.

En del af problemet hidrgrer fra de fgr omtalte forskelle mellem uddannelsesfor-
merne, men en anden del vedrgrer tilstandene inden for en given uddannelsesform.
I det omfang der matte ske for ringe progression inden for en given uddannelses-
form, kunne arsagerne bl.a. teenkes at ligge i utilstreekkelig opmarksomhed over
for behovet for progression, eller i de vilkar og redskaber som er til radighed for at
fremme den.

Progressionsproblemerne er tidligere omtalt i denne rapport. Ogsa her finder vi,
at en fokusering pa udviklingen af elevernes matematiske kompetencer henover
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skellene mellem de forskellige uddannelsestrin vil kunne bidrage til at athjelpe de
progressionsproblemer, som ikke fgrst og fremmest skabes af almene uddannelses-
sociologiske omstendigheder.

10.3.3 Problemer med spredning henover det samme niveau

En problemkreds som er forbundet med, men ikke sammenfaldende med, den oven-
for behandlede, ses ofte fremdraget bade fra centralt politisk/administrativt hold, og
fra aftagere af elever eller kandidater fra et givet trin af uddannelsessystemet. Det
er spredningen i, hvad de pageldende har med sig fra den matematikundervisning,
de har modtaget. Det, der tenkes p4, er bl.a., at gruppen af elever, der forlader et
givet uddannelsesafsnit — fx folkeskolens 9. klasse med afgangsprgve i matematik,
nyudklekkede studenter med A-niveau fra gymnasiet, nyuddannede folkeskolelae-
rere eller universitetskandidater 1 matematik — med stor sandsynlighed har veret
udsat for en mangfoldighed af forskellig slags matematikundervisning inden for
det uddannelsesniveau, der er tale om. Det resulterer i store variationer i de mate-
matiske erfaringer, kompetencer og ferdigheder dimittenderne har med sig fra et
givet trin, pa trods af at der principielt og angiveligt er tale om det samme “faglige
niveau” henover det pageldende trin. Det gaelder ikke mindst pd ungdomsuddan-
nelsesomradet, hvor et tilsigtet fagligt niveau ligefrem udstyres med en klassifika-
tion (A-, B- eller C-niveau) pa tvers af de forskellige ungdomsuddannelser, skgnt
det er almindeligt erkendt, at fx et B-niveau dekker over et meget stort felt af for-
skellige baggrunde, alt efter om det hidrgrer fra et HF-tilvalgsfag, fra det almene
gymnasiums matematiske linje eller fra HHX og HTX.

Nar disse variationer henover det samme niveau af nogle opleves som problema-
tisk, er det hovedsagelig af to — ret forskellige — grunde.

Deklarationsproblemet

For det fgrste er der tale om et “varedeklarationsproblem”, lad os kalde det dekla-
rationsproblemet, som fortrinsvis opleves af aftagerne af de forskellige dimittend-
grupper. Problemet kunne overfladisk betragtet ligne et overgangsproblem, men er
det egentlig ikke. Det er nemlig ikke selve overgangen, der er problemet (selv om
det, 1 lighed med hvad tilfeldet var med sammenh@ngsproblemet, kommer serligt
til udtryk ved overgangen mellem uddannelsestrin), men netop den variation der
findes inden for en given deklaration.

Ungdomsuddannelserne ved fx ikke ngjagtigt, hvad de kan forvente af eleverne fra
folkeskolen, hvad angar matematisk indsigt og kunnen. Tilsvarende ved de videre-
géende uddannelser ikke ngjagtigt, hvilken matematisk indsigt og kunnen de kan
forvente af studenterne efter en gennemfgrt gymnasial uddannelse, og det samme
galder arbejdsgivere som modtager dimittender fra ungdomsuddannelserne. An-
settelsesinstanserne for folkeskolelerere oplever ofte et lignende problem, der dog
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ikke sd meget angér detaljerne i en ansggers matematiske indsigt og kunnen som
eksistensen af den. De instanser, der ansatter lerere til det gymnasiale trin, hefter
sig seedvanligvis ogsa mest ved tilstedevarelsen eller fravaeret af stgrre matemati-
ske elementer pd emne- eller disciplinniveau, hvor fokus fgrst og fremmest er pa,
om en ansgger nu ogsa har veret udsat for det, der skal til for at opna formel un-
dervisningsautorisation eller ej. Andre kategorier af arbejdsgivere synes i mindre
grad at have problemer med varedeklarationen, sa lenge der “foreligger en vare”.
I det omfang der overhovedet er sddanne problemer, bestér de typisk i usikkerhed
om, hvilken slags arbejde folk kan sattes til.

Deklarationsproblemet ser fgrst og fremmest ud til at vare et problem ved tilret-
teleeggelse af undervisning, der hviler pa forudgaende uddannelsestrin. Hvis der
er stor variation i de matematiske foruds@tninger hos dem, som skal udsattes for
matematikbaseret eller -forbrugende undervisning, kan der opstd problemer med
overhovedet at detektere disse forudsetninger, eller problemer med at justere eller
maske helt @ndre de oprindelige planer for undervisningen. Begge dele kan vare
tidskreevende og besverligt for aftagerne, som enten ma investere arbejde i detek-
tion af foruds@tninger og revision af planer, eller Igber en risiko for at ramme ved
siden af i deres henvendelse til modtagerne af undervisningen.

Deklarationsproblemet er vanskeligt at komme til livs, fordi der inden for enhver
population vil vere spredning, som ikke kan indfanges af en summarisk beskri-
velse. Ogsé inden for fx tidligere tiders klassiske elitestudentereksamen for ganske
fa procent af befolkningen, eller inden for en klassisk eliteuniversitetsuddannelse i
matematik for brgkdele af en promille af befolkningen, kunne man treeffe pa gan-
ske store variationer. Men det giver naturligvis sig selv, at deklarationsproblemet
vokser med stgrrelsen af populationen og med spredningen inden for den.

Malgruppeniveauproblemet

Hvor deklarationsproblemet fokuserer pa det tidsforbrug og besver, som kan opsta
af stor spredning i dimittendernes indsigt og kunnen, fokuserer det andet problem,
malgruppeniveauproblemet, pa indholdsmeassige konsekvenser af denne spred-
ning. Dette problem, som hovedsagelig, men ikke udelukkende opleves i under-
visningsinstitutionerne, bestar i, at hvis en given undervisning skal meddeles til en
meget heterogen modtagerkreds, er det vanskeligt at tilretteleegge den pa en sddan
made, at alle fér et rimeligt udbytte af den (med mindre der da afsattes yderligere
ressourcer til i realiteten at betjene forskellige delgrupper forskelligt — jf. neden-
stdende afsnit om undervisningsdifferentiering — hvilket giver anledningen til nye
problemer), for slet ikke at tale om at alle nar samme “niveau” (hvis vi et gjeblik
antager, at indholdet i dette begreb er klart). Hvis undervisningen, som det typisk
ses, sa indrettes til at henvende sig til eller under “den gennemsnitlige deltager”,
kan det opleves, at der sker en s@nkning af det oprindeligt tilsigtede niveau. Sig-
tes omvendt pa elever med den mest righoldige indsigt og kunnen, er der fare for,
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at undervisningen gar hen over hovedet pa flertallet, med de formelle eller reelle
konsekvenser som maétte fglge heraf, konsekvenser som bade vi og mange andre
betragter som menneskeligt, politisk og gkonomisk uacceptable.

Malgruppeniveauproblemet kommer af flere forskellige arsager, hvoraf hovedpar-
ten har almen uddannelsespolitisk karakter. En sddan arsag er knyttet til det for-
hold, at de forskellige dele af uddannelsessystemet frekventeres af en betydelig
andel af de argange de henvender sig til. En anden saddan arsag har at ggre med, at
vi i Danmark har gnsket at undga en meget finmasket opdeling og sortering af ele-
verne i folkeskolen og ungdomsuddannelserne i en mangfoldighed af linjer, grene,
specialiseringer og niveauer, i hvert fald nar det gelder et fag som matematik. At
arsagerne til malgruppeproblemet har almen karakter betyder imidlertid ikke ngd-
vendigvis, at det er helt uden for reekkevidde af fornuftige tiltag.

10.3.4 Problemer med undervisningsdifferentiering

I de senere ar har man i dansk matematikundervisning, iser i grundskolen, foku-
seret pa undervisningsdifferentiering inden for den enkelte klasse. Det er til dels
teenkt som et svar pa nogle af de heterogenitetsproblemer, som fglger af, at elever
med stor spredning i baggrund, forudsetninger og interesse gér i den samme klasse,
hvilket pa sin side er en fglge af den fgromtalte modstand mod vidtgdende deling
af eleverne i det danske skolesystem. Undervisningsdifferentiering sigter mod at
indrette og tilpasse undervisningen i den enkelte klasse, sa der netop tages sarligt
hensyn til den enkelte elevs baggrund, forudsetninger, interesser og formodede
behov.

Der er forskellige problemstillinger knyttet til differentieringsspgrgsmalet. Den
forste har at ggre med, hvad begrebet undervisningsdifferentiering overhovedet in-
debzrer. Det andet angér forholdet mellem idealer og realiteter, dvs. mellem for-
skellige syn pa og holdninger til differentiering pa den ene side, og virkeligheden i
institutioner og klassevarelser pa den anden side.

Begrebsafklaring

Ser vi et gjeblik pa sedvanlig, ikke-differentieret undervisning er der tale om, at
alle elever i en klasse modtager den samme opmarksomhed fra leereren, bade kvan-
titativt og kvalitativt set. Det vil sige, at lereren fordeler sin tid ligeligt mellem
eleverne og udsatter dem for ca. de samme undervisningsaktiviteter, hvad enten
det sker i form af klasseundervisning eller pa anden made. Pa den vis tages der
ikke specielle hensyn til den enkelte elevs situation. Der kan dog godt foregd en
begraenset individualisering af forholdet til den enkelte elev, fx ved at skriftlige
opgaver eller gruppearbejder kommenteres individuelt, eller ved at der gives indi-
viduel tilbagemelding om standpunkt, udvikling osv. Men det, der er programsat
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i undervisningen, henvender sig til alle elever i lige grad, badde hvad angar art og
omfang.

Mangfoldige vidnesbyrd slar fast, at med en sadan ikke-individualiseret undervis-
ning bliver elevernes udbytte i almindelighed helt forskelligt, selv.om man har
tilstraebt at give dem den samme behandling. Nogle elever i en klasse kan fa et
betydeligt udbytte af undervisningen, mens dette for andre bliver langt mere be-
skedent. Det er med andre ord en kendt sag, at ensartet behandling n@sten sikkert
fgrer til meget varierende resultater, altsa til resultatdifferentiering.

Alternativet er differentieret undervisning, ogsa kaldet undervisningsdifferenti-
ering, hvor de forskellige elever i en klasse modtager forskellig undervisning.
Forskellen kan enten vere af kvantitativ art, hvor den ma@ngde lereropmerksom-
hed, som bliver de enkelte elever til del, kan variere betragteligt, eller af kvalitativ
art, hvor de aktiviteter, som tilbydes de enkelte elever, varierer i form eller indhold.
Naturligvis kan der ogsé vare tale om en kombination af kvantitativ og kvalitativ
variation. Undervisningsdifferentiering, som her defineret, er tilsigtet og sttes i
verk pa baggrund af lererens bedgmmelse af den enkelte elevs situation, kapacitet
og behov med henblik pa at stgtte hans eller hendes matematiktilegnelse. Vi taler
altsa ikke her om eventuelle utilsigtede forskelle.

Hensigten med undervisningsdifferentiering

Der kan veare helt forskellige hensigter med undervisningsdifferentiering. Det kan
fx vare hensigten, at alle elever i klassen sgges bragt frem til stort set de samme
mal og resultater, men at det erkendes, at de for at opna det har brug for meget
forskelligartet stgtte. Nogle elever kan pa grundlag af ret begrenset hjelp fra le-
reren opna det tilsigtede udbytte, mens andre nok kan opné dette, men kun under
anvendelse af en mere omfattende indsats malrettet til netop dem. Vi kunne kalde
denne form af undervisningsdifferentiering differentiering med henblik pda at bi-
bringe eleverne det samme udbytte. Selv om det er hensigten at bringe eleverne
“det samme sted hen” ved hjelp af undervisningsdifferentiering, er dette ikke sa
let at opna i praksis. Hvis det mislykkes, far eleverne altséa pa trods af hensigten et
ganske forskelligt udbytte af undervisningen.

Det kan ogsa vere hensigten at differentiere undervisningsindsatsen ud fra fore-
stillinger om, at den enkelte elev har en bestemt stabil kerne af egne iboende behov
eller muligheder, som har brug for forskellige grader af lererindsats for at blive
stgttet eller komme til udfoldelse. For eksempel kunne det teenkes at savel elever
med store matematiktilegnelsesvanskeligheder som elever med sarlig interesse og
kapacitet for matematik havde brug for ekstra lereropmarksomhed. Det ligger i
denne tankegang, at nogle elever har en pa forhand givet lyst, behov og kapacitet
til at nd langt i beskaftigelsen med matematik, mens andre ikke har muligheder for
at na ret langt. Med denne hensigt er det en nzrliggende konsekvens, at eleverne
far meget varierende udbytte af matematikundervisningen, ogsd selv om det ikke
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primert er hensigten at skabe denne variation. Vi kunne kalde denne form for un-
dervisningsdifferentiering differentiering med henblik pda at realisere den enkelte
elevs potentiale.

Problemer mht. undervisningsdifferentiering

Hvilke problemer er der nu med undervisningsdifferentiering? Lad os som ud-
gangspunkt sla fast, at arbejdsgruppen er tilhenger af undervisningsdifferentiering
i matematikundervisningen. Elevernes situation er sa forskellig, at udifferentieret
undervisning fgrer til ugnsket store forskelle i udbytte. Problemet er altsa ikke af
principiel, men af konkret karakter.

For det fgrste er det et problem, hvis det er gnsket eller besluttet at gennemfgre
undervisningsdifferentiering, samtidig med at de leererressourcer, der stilles til ra-
dighed, reelt ikke tillader en sadan. Det ser fx ud til at veere situationen mange
steder i folkeskolen. Denne situation kommer let til at betyde, at undervisnings-
differentieringen enten helt udebliver, eller at den sgges gennemfgrt alligevel, med
den konsekvens at nogle elevgrupper bliver ladt i stikken med en ringe grad af le-
reropmarksomhed. Begge dele fgrer til resultatdifferentiering, hvad enten det er
tilsigtet eller ej. Dette problem bliver saerlig tydeligt i klasser med stor spredning
mellem eleverne.

Et andet, og lidt mere grundliggende, problem opstar, hvis undervisningsdifferenti-
ering med henblik pa at realisere den enkelte elevs potentiale finder sted pa grund-
lag af en fejlbedgmmelse af elevernes adferd, muligheder og behov. Det stiller
betydelige krav til lereren at trenge til bunds i en elevs virkelige potentialer, ikke
mindst fordi disse nappe er statiske, men er underkastet udvikling. Ved at lase
nogle elever fast i bestemte roller og behandle dem derefter, kan matematikunder-
visningen ende med at give dem stene for brgd. Man kan her spgrge, om ikke dansk
matematikundervisning i for hgj grad affinder sig med ungdvendigt store forskelle
i elevernes udbytte og fortolker dem som forskelle i elevernes kapacitet. Derved
kan en siddan undervisningsdifferentiering forsteerke i forvejen eksisterende for-
skelle i elevernes sociale, gkonomiske og uddannelsesmassige miljg i stedet for
at bidrage til at udjevne dem. Pa den anden side er det naturligvis tilsvarende et
problem, hvis undervisningsdifferentiering, iveerksat med henblik pa at bibringe
eleverne det samme udbytte, kommer til kort over for opgaven, fordi spredningen
er for stor eller vilkarene for vanskelige.

En stillingtagen til disse problemers betydning er nart forbundet med savel menne-
skesyn som almene politiske og samfundsmassige holdninger. Et lighedsorienteret
standpunkt vil finde udtalt resultatdifferentiering meget problematisk, hvad enten
den er tilstreebt eller ej. Et ulighedsorienteret standpunkt vil ikke i sig selv se pro-
blemer i resultatdifferentiering, nar blot undervisningsdifferentieringen afspejler,
hvad der anses for de reelle forskelle i elevers situation og kapacitet.
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At rede de mange trade i denne problemstilling ud gennem undersggelser af alle de
navnte problemers eksistens og omfang, ville kreve selvstendige forskningspro-
jekter. Det falder uden for rammerne af dette projekt.

10.3.5 Evalueringsproblemer

I al matematikundervisning er evalueringsspgrgsmal af central betydning, hvad en-
ten man tenker pa forskellige former for afsluttende evaluering, herunder prgver
og eksamener, eller pa lgbende evaluering knyttet til selve undervisningen. Der
er overveldende forskningsmassig evidens for, at uanset hvilke evalueringsfor-
mer der benyttes, udgver evalueringen en vasentlig tilbagevirkende indflydelse pa
undervisnings- og lereprocesser.'> Kort og sloganagtigt bliver det nogle gange for-
muleret som “det, man evaluerer, er det, man opnar” (og ogsa det, man far gje pa).

Evalueringens tilbagevirkning pa undervisnings- og lereprocesserne er ikke i sig
selv et problem. Tvertimod kan koblingen betragtes som et potentielt nyttigt in-
strument i forbindelse med undervisningstilretteleggelse og -afvikling. At have et
sd kraftfuldt instrument til sin rddighed kraever imidlertid, at man er meget op-
merksom pa, hvordan det bruges: Kompetencer, viden og faerdigheder, som ikke
ggres til genstand for evaluering — i et system hvori evaluering overhovedet fin-
des — bliver let usynlige, hvis ikke de simpelthen visner vaek. Med andre ord, de
kompetencer, man gnsker, at eleverne udvikler, ma ikke alene s@ttes udtrykkeligt
pa dagsordenen i undervisningen, de ma ogsa sattes pa dagsordenen for evaluerin-
gen. Evalueringsformerne leverer et meget mere effektivt instrument for den reelle
udpegning af, hvad der pa et givet matematikundervisningstrin anses for henholds-
vis vigtigt og uvigtigt, end alverdens formalsformuleringer, lrebogsformaninger,
lererforedrag osv.

Pa den baggrund kan man pege pa to varianter af evalueringsproblemet, som har
serlig betydning for dansk matematikundervisning.

Disharmoniproblemet

Den fgrste variant, som man i mangel af et bedre ord kunne kalde disharmoni-
problemet, bestér i, at mange af de evalueringsformer, der traditionelt benyttes i
dansk matematikundervisning, kun i begranset grad tillader evaluering af de ma-
tematiske kundskaber, man egentlig gnsker at fremme i matematikundervisningen.
I nogle tilfelde er der tale om, at de n@rmest modvirker efterstrebelsen af disse
kundskaber. Det er ikke mindst tilfeeldet med de gaengse eksamensformer, som fx —
alene pa grund af tidsrammerne — ikke giver rum for serigst arbejde med matema-
tisk modelbygning eller med mere dybtgdende problemlgsning.

15Se fx Niss (1993b,c) og Clarke (1996), der rummer bade analyser og eksempler med et inter-
nationalt perspektiv, og Barnes et al. (2000), der med afset i australske erfaringer argumenterer for
ngdvendigheden af at indtenke nye evalueringsformer i forbindelse med leseplansreformer.
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I det omfang den faktiske daglige undervisning sgger at opbygge erfaringer, ind-
sigt, viden, kundskaber og ferdigheder, som ikke kan tages ordentligt i betragtning
af de benyttede evalueringsformer, findes disharmonien ikke blot mellem disse for-
mer og de kundskaber, som dybest set efterspgrges, men ogsa mellem evaluerings-
formerne og selve den undervisning som bedrives. Men eftersom evaluering som
navnt oftere udgver en sterk tilbagevirkning pa undervisningen end omvendt, gi-
ver disharmoniproblemet anledning til forvridning af bade matematikundervisning
og -lering i forhold til det, som egentlig tilsigtes.

Selv om der i de senere ar i Danmark er foregaet en del udviklingsarbejde pa eva-
lueringsfronten samtidig med en opblgdning af de traditionelle rammer for eva-
luering, er disharmoniproblemet stadig ganske manifest, ikke mindst i forhold til
sanktionsgivende prgver og eksamener. Der er altsa fortsat behov for tiltag pa for-
skellige fronter, som kan bidrage til at mindske disharmoniproblemet.

Fortolkningsproblemet

Den anden variant er fortolkningsproblemet. Det bestar i, at hvad enten de benyt-
tede evalueringsformer nu egner sig til at evaluere det vigtige eller ej, er der ofte
problemer med at sikre sig, at det, de faktisk sigter mod at evaluere, bliver evalue-
ret palideligt og deekkende. Det er svert at skaffe sikkerhed for, at de fortolkninger
og konklusioner, som ved hj&lp af et givet evalueringsinstrument opnas om elevers
matematiktilegnelse og -beherskelse, faktisk er holdbare for en n@rmere og mere
dybtgaende efterprgvning. Her er der mange forskningsresultater som viser'®, at
man ofte kan na til vildledende konklusioner med evalueringsformer som ikke mu-
ligggr kontrol- og opfglgningsspgrgsmal pa givne svar, sddan som det fx er tilfeldet
med mange former for skriftlige opgaver, ikke mindst af “stykkeregningstypen”.

En afdekning af det virkelige omfang af dette problem i matematikundervisnin-
gens praksis ville krave et forsknings-, snarere end et udviklingsarbejde. Imidlertid
kan der, jf. kapitel 9, veere grund til at sla fast, at der findes evalueringsinstrumen-
ter, som tillader en rimelig grad af fortolkningsvaliditet og -palidelighed, men at
disse sedvanligvis er ressource- og tidskrevende bade for leerere og elever.

Forklaringer pa evalueringsproblemet

Nar de to varianter af evalueringsproblemet ikke sadan er til at blive af med, skyl-
des det hovedsagelig tre forhold. For det fgrste ressource- og tidsbegrensninger,
herunder vanskelighederne med at afveje hvordan evalueringsaktiviteter skal afba-
lanceres med s@dvanlig undervisning. For det andet almindelig inerti i alle lag af

16Se evt. Bodin (1993), som med reference til en fransk undersggelse diskuterer problemstillingen
i forhold til forskellige evalueringsformer, eller Jakobsen et al. (1999), som er en rapport fra et ud-
viklingsarbejde pa DTU, hvor 10 hold bl.a. blev udsat for to forskellige former for evaluering, som
gav vidt forskellige resultater.

Disharmoni mellem evalue-
ringsformer og undervisning

Problemer med at tolke eva-
lueringsresultater pa gyldig
og dekkende made

Fare for vildledende konklu-
sioner

Arsager: Ressourcebegraens-
ninger, inerti og ukendskab
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systemet og skepsis over for nye tiltag, ikke mindst pa et traditionelt fglsomt og
konsekvenstungt felt som evaluering, der jo bl.a. spiller en rolle i udstikningen af
elevers fremtidige levevej og tilverelse. Og sidst, men ikke mindst, ukendskab til
alternative evalueringsformer og deres muligheder, reekkevidde og begrensninger.



11 Anbefalinger

11.1 Indledning

Det har hele tiden ligget i KOM-projektets vilkar og karakter, at det skulle vere
afsggende, udviklende, idéskabende og eksemplificerende. Projektet har hverken
skullet veere et forskningsprojekt i traditionel forstand eller et beslutnings- og im-
plementationsprojekt. Det indgar séledes ikke i kommissoriet for arbejdet, eller for
den sags skyld i arbejdsgruppens baggrund, at der skal fremsattes fx forslag til
bekendtggrelser eller @ndringer heri, konkrete l@seplaner, og lignende, for de for-
skellige slags matematikundervisning som findes i landet. Dette fglger allerede af,
at arbejdsgruppen ikke er blevet udstyret med et mandat, der indebarer overfgrelse
af myndighedsbefgjelser fra andre instanser til arbejdsgruppen. P4 den méde bliver
det op til de forskellige relevante instanser at tage stilling til, om, og i givet fald pa
hvilken made, tankerne og de overordnede anbefalinger i denne rapport kan kon-
kretiseres og fgres ud i livet. Arbejdet med det mé antages at fa et ikke forsvindende
omfang.

Nedenfor anfgres de overordnede anbefalinger, arbejdsgruppen gnsker at fremsatte
i den forbindelse. Fgrst bringes en oversigt over anbefalingerne i punktform, struk-
tureret efter adressaterne pa anbefalingerne, dvs. de instanser som opfordres til at
ggre sig til aktgrer i forhold til den enkelte anbefaling. Dernast fremsattes arbejds-
gruppens kommentarer til og begrundelser for anbefalingerne.

Der kan vare grund til at understrege, at anbefalingerne ikke har enten-eller karak-
ter. Det er altséd ikke kun en total realisering af dem, der er meningsfuld. Ogsa en
partiel realisering kan bidrage til at fremme tanker og intentioner i KOM-projektet.
Men naturligvis er rekkevidden heraf nart forbundet med omfanget af realiserin-
gen af anbefalingerne.

11.2 Oversigt over anbefalingerne

Nogle af de nedenstdende anbefalinger er markeret med en *. Det er anbefalinger,
som arbejdsgruppen tillegger serlig vaegt, og som ufortgvet bgr settes 1 verk.
Man ma ikke deraf slutte, at de gvrige anbefalinger ikke ogsa har betydning. De
skal blot enten ses som til dels afledte anbefalinger eller som anbefalinger af en
mere langsigtet og mangesidet karakter.
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Ikke et beslutnings- eller
implementeringsprojekt

Realisering af anbefalingerne
er arbejdskravende

Ikke et enten-eller spgrgsmal

*-markerede anbefalinger
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ngdvendig

Efter- og videreudd.

Inddrag aktgrerne
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11.2.1 Undervisningsministeriet anbefales at

1.1.*

1.2.

1.3.

1.4.*

1.5.*

1.6.*

1.7.%

1.8.

1.9.

udarbejde konsistente og sammenh@ngende lese- og kursusplaner i ma-
tematik, baseret pd kompetencer som behandlet i denne rapport, for hen-
holdsvis grundskolen, ungdomsuddannelserne, erhvervsuddannelserne, og
de ikke-videregdende voksenuddannelser. Dette kunne fx ske gennem ned-
settelse af arbejdsudvalg for de bergrte uddannelsesomrader samt koordina-
tionsudvalg, der har til opgave at sikre sammenhangen pa langs og tveers af
de navnte udddannelsestrin.

drage omsorg for, at relevante matematiske kompetencer indgdr i uddannel-
ser, der ikke i sig selv er specifikt matematiske, men som alligevel betjener
sig af matematiske kompetencer.

tage initiativ til iveerksattelse af systematiske, centralt styrede forspg, samt
sikring af juridisk-administrativt raderum for lokalt initierede forsgg, med
savel undervisning som evaluerings- og eksamensformer, til fremme af kom-
petencebaseret matematikundervisning. Udvalgte forsgg bgr fglges, overva-
ges og bedgmmes fra forskningsmeesigt hold.

igangsette et arbejde til revision og supplement af de anvendte prove- og
eksamensformer og —instrumenter, med henblik pa daekkende og palidelig
evaluering af hele spektret af matematiske kompetencer.

— Det kan bade ske ved at skaffe information om og udnytte former og
instrumenter, som har veret afprgvet andre steder i ind- og udland, og
ved at der opfindes og udvikles helt nye.

sikre, at uddannelsen af matematikicerere til alle uddannelsestrin under mi-
nisteriets ressort indrettes og tilretteleegges sadan, at de kommende lerere
udstyres med de matematiske, didaktiske og padagogiske kompetencer, som
fremdrages i denne rapport.

udarbejde retningslinjer og planer til sikring af, at matematikundervisningen
i folkeskolen kun varetages af leerere med en faglig-pedagogisk uddannelse
i faget.

udvikle, iverksatte og (med)finansiere et bredt spektrum af efter- og videre-
uddannelsesaktiviteter i matematik for laerere pa alle relevante uddannelses-
og undervisningstrin.

sikre aktiv inddragelse af matematikundervisningens aktgrer, frem for alt
leererne, 1 alle ministerielle tiltag, som har til opgave at implementere denne
rapport og dens anbefalinger.

tage initiativ til gennemfgrelse af en gymnasiereform, der opererer med gen-
nemtenkte og komponerede fagpakker, saledes at vidtgdende samarbejde
mellem fagene ggres muligt.
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11.2.2 Universiteter og hgjere laereanstalter anbefales at

2.1.

2.2.

23.*

24.

2.5.

2.6.

overveje revision af studieordninger og kursusplaner for de matematiske fag,
med henblik pa at basere disse pa hele sttet af matematiske kompetencer,
som prasenteret i denne rapport. Dette bgr ske under inddragelse af rappor-
tens betragtninger om samspillet mellem kompetencer og fagligt stof og om
mulighederne for evaluering af kompetencer. (Med “matematiske fag” ten-
kes her bade pa matematik som videnskabsfag (matematikstudierne), som
anvendelsesfag (som stgtte og redskab for matematikbaserede fagomrader)
og som undervisningsfag (i lereruddannelser)).

— Dette kan ske ved nedsattelse af arbejdsudvalg for de bergrte uddan-
nelser.

tage initiativ til didaktisk og peedagogisk udviklingsarbejde vedrgrende den
udbudte undervisning i de matematiske fag.

medvirke til at sikre, at uddannelsen af matematiklcerere til gymnasiale og
videregdende niveauer indrettes og tilrettelegges sadan, at de kommende
leerere forberedes pa at bedrive undervisning, der sigter mod at udstyre mod-
tagerne med de foresldede matematiske kompetencer.

— Dette bgr ske ved, at de kommende l@rere udstyres med de matema-
tiske, didaktiske og padagogiske kompetencer, som er fremdraget i
denne rapport.

drage omsorg for, at lererne i de matematiske fag sikres en styrkelse af deres
fagdidaktiske og -pedagogiske kompetencer.

— Dette kan ske gennem efter- og videreuddannelsesaktiviteter for de al-
lerede lerere, og som sarlige kursusforlgb for adjunkter og andre ny-
ansatte m.fl.

iverkseatte et systematisk eftersyn af de evalueringsformer og -instrumenter,
som benyttes til lgbende intern evaluering, med henblik pa at afdekke dis-
ses kapacitet til at evaluere de forskellige matematiske kompetencer pa en
dekkende og velfunderet made, og pa at tilpasse og mélrette dem, sa denne
kapacitet kan komme til udtryk og udfoldelse.

igangsette et arbejde med at revidere og supplere de anvendte prgve- og
eksamensformer og -instrumenter, sadan at hele spektret af kompetencer kan
evalueres pa gyldig og palidelig vis.

— Det kan bade ske ved at skaffe information om og udnytte former og
instrumenter, som har veret afprgvet andre steder i ind- og udland, og
ved at der opfindes og udvikles helt nye.

Studieordninger og kursus-
planer

Udviklingsarbejde

Udd. af lerere

Fagdidaktisk og pedagogisk
opgradering

Evaluering

Prgve- og eksamensformer



Kontakt- og samarbejdsorga-
ner
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2.7.

tage initiativ til, pa regionalt niveau, at oprette kontakt- og samarbejdsorga-
ner med de gymnasiale skoler i regionen, med henblik pa at igangsatte og
vedligeholde diskussioner og projekter om overgangsproblemerne i matema-
tik fra ungdomsuddannelserne til de videregdende uddannelser.

11.2.3 Learerseminarierne/CVUerne anbefales at

Revision af grundskolelerer- 3.1.* i samarbejde med Undervisningsministeriet at tage indretningen af matema-

udd.

Komp.orienteret uv.

Opgradering af lererne

Evaluering

Prgve- og eksamensformer

Afdekke mat. komp.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

tikleereruddannelsen til grundskolen op til revision, med henblik pa at ud-
styre et tilstrekkeligt antal lerere med de matematiske, didaktiske og pe-
dagogiske kompetencer som er fremdraget i denne rapport. Dette bgr ske
under inddragelse af rapportens betragtninger om samspillet mellem kom-
petencer og fagligt stof og om mulighederne for evaluering af kompetencer.
Revisionen bgr ogsa sikre, at det forudszttes, at de studerende har en mate-
matikbaggrund pa mindst gymnasialt B-niveau.

sikre, at kommende matematiklcerere til grundskolen forberedes pé at bedri-
ve undervisning, der sigter mod at udstyre modtagerne med de foreslaede
matematiske kompetencer.

drage omsorg for, at deres egne l@rere 1 matematik sikres en styrkelse af
deres faglige, fagdidaktiske og -peedagogiske kompetencer.

— Dette kan ske gennem efter- og videreuddannelsesaktiviteter for de
allerede fastansatte lerere og som serlige kursusforlgb for nyansatte
m.fl.

iverksette et systematisk eftersyn af de evalueringsformer og -instrumenter,
som benyttes til Igbende intern evaluering, med henblik pa at afdekke dis-
ses kapacitet til at evaluere de forskellige matematiske kompetencer pa en
dekkende og velfunderet made, og pa at tilpasse og malrette dem, sa denne
kapacitet kan komme til udtryk og udfoldelse.

igangsette et arbejde med at revidere og supplere de anvendte prgve- og
eksamensformer og —instrumenter, sddan at hele spektret af kompetencer kan
evalueres pa gyldig og palidelig vis.

— Det kan bade ske ved at skaffe information om og udnytte former og
instrumenter, som har veret afprgvet andre steder i ind- og udland, og
ved at der opfindes og udvikles helt nye.

11.2.4 Erhvervsuddannelsesskolerne anbefales at

4.1.

iverksatte et arbejde til at afdwkke og artikulere de matematiske kompe-
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tencer, som sgges opbygget som del af den enkelte erhvervsuddannelse, og
til at tage stilling til, under hvilke undervisningsmassige rammer denne op-
bygning bedst kan finde sted. Med “bergrte institutioner” tankes her bade
pé institutioner, hvis uddannelser indebzrer udvikling af visse matematiske
kompetencer hos deres elever eller studerende, uden at matematiske fag er pa
dagsordenen i nogen eksplicit form, og institutioner hvis uddannelser direkte
har matematikundervisning pa programmet.

11.2.,5 Kommuner og amter og andre lokale skolemyndigheder anbe-

5.1

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.%

5.6.

fales at

sikre eller fremme udarbejdelsen af uddybende lokale lese- og kursuspla-
ner i matematik, baseret pa kompetencer som behandlet i denne rapport, for
skolerne inden for deres ressort.

— Dette kunne fx ske gennem nedsttelse af arbejdsudvalg for de bergrte
uddannelsesomrader.

sikre leererne pa den enkelte skole tid til at samarbejde om udviklingen af
matematikundervisningen i overensstemmelse med tankerne i denne rapport.

sikre gkonomisk og administrativt rdderum for forsggsundervisning iverk-
sat pa lokalt initiativ, med det formal at (videre)udvikle veje til at sette de
matematiske kompetencer pa dagsordenen i undervisningen.

drage omsorg for, at matematikundervisningen i folkeskolen kun varetages
af leerere med en faglig-pedagogisk uddannelse i faget.

sikre rammer for og finansiering af et bredt spektrum af faglig og
pedagogisk-didaktisk efter- og videreuddannelsesaktiviteter — af ordentlig
kvalitet — i matematik for alle matematiklarere inden for deres ressort.

arbejde for at opna elev- og foreeldreforstdelse af, at det kreever en solid elev-
indsats at udvikle de matematiske kompetencer, som er behandlet i denne
rapport.

11.2.6 Matematiklaerere og deres organisationer anbefales at

6.1.

6.2.

pa alle trin at ivaerksette forsggsundervisning, bade i stgrre og mindre skala,
med det formal at (videre)udvikle veje til at sette de matematiske kompe-
tencer pa dagsordenen i undervisningen.

efterse og udvikle de evaluerings- og preveformer og -instrumenter, som
matematiklaereren benytter til lgbende intern evaluering, med henblik pa at

Lase- og kursusplaner

Tid til samarbejde

Forsggsuv.

Fagligt-pedagogisk kompe-
tente lerere

Efter- og videreudd.

Elev- og foreldreforstielse

Forsggsuv.

Evaluering



Efter- og videreudd.

Forskningsprojekter

Kontakt- og samarbejdsorga-
ner

Leeremidler med fokus pa
komp.

Forskningsprojekter om
komp.

Nyorientering og nybeskri-
velse
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afdekke disses kapacitet til at evaluere de forskellige matematiske kompe-
tencer pa en dekkende og velfunderet made, og pa at tilpasse og malrette
dem, sa denne kapacitet kan komme til udtryk og udfoldelse.

6.3. deltage i et bredt spektrum af efter- og videreuddannelsesvirksomhed, med
henblik pa at styrke deres forudsetninger for at tilretteleegge og gennemfgre
en kompetenceorienteret matematikundervisning.

6.4. indga i samarbejde med matematikdidaktiske forskere om igangsattelse af
egentlige matematikdidaktiske forskningsprojekter til beskrivelse og analyse
af tiltag for skabelse af kompetenceorienteret matematikundervisning.

6.5. oprette permanente kontakt- og samarbejdsorganer for henholdsvis matema-
tiklererne i folkeskolerne og ungdomsuddannelserne, og for matematiklee-
rerne i de gymnasiale uddannelser og de videregadende uddannelser, med den
opgave at igangsatte og vedligeholde diskussioner og projekter om over-
gangsproblemerne i matematik fra det ene uddannelsestrin til det andet.

11.2.7 Leaerebogsforfattere og forlag anbefales at

7.1.  udvikle og udarbejde leeremidler, som kan danne grundlag for en undervis-
ning, der sgger at bibringe eleverne hele spektret af matematiske kompeten-
cer samt de i denne rapport fremha@vede former for overblik og dgmmekraft
vedrgrende matematik som fagomrade.

11.2.8 Matematikdidaktiske forskere anbefales at

8.1. 1 samarbejde med lerere, institutioner og myndigheder at igangsatte egent-
lige matematikdidaktiske forskningsprojekter til beskrivelse og analyse af
tiltag for skabelse af kompetenceorienteret matematikundervisning.

11.3 Kommentarer til og begrundelser for anbefalingerne

11.3.1 Anbefalinger om laese- og kursusplansrevisioner

Det er arbejdsgruppens opfattelse, at tiltag, der fgrer nogle af KOM-projektets be-
tragtninger ud i livet i form af leseplans- og studieordningsrevisioner, kan give et
vasentligt bidrag til hgjnelse af matematikundervisningens (ambitions)niveau de
fleste steder.

I forbindelse med et sddant arbejde med at nyorientere og nybeskrive forméal med
og mal for, samt indretning af matematikundervisningen, vil der antagelig mange
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steder vaere et behov for nermere pracisering af elevers eller studerendes besid-
delser af de forskellige kompetencer og disses sampil med fagligt stof; sikkert ogsa
i stgrre grad end vi har kunnet preastere i denne rapport. Hvis noget sadant settes
i vaerk, er det essentielt at sgge at undvige to farer. For det fgrste kan der vere
fare for, i et for sa vidt forstaeligt gnske om med en sidan preacisering at blive sa
konkret og specifik som mulig, at ende i en alt for omfattende og detaljeret udpin-
ding og selvstendigggrelse af de enkelte trek ved og elementer i de omhandlede
matematiske kompetencer. Dette vil fgre til en forskertsning af selve den bagved-
liggende tankegang, som jo bestér i at identificere et mindre antal baerende kompo-
nenter i besiddelsen af matematisk faglighed. For det andet kunne det méaske, for
nogle, vere fristende at omsatte kompetencerne, der jo hver for sig reprasenterer
et flerdimensionalt spektrum af beherskelse, som aldrig kan erhverves “fuldt ud”,
til udpegning af overskuelige og genkendelige, behavioristisk beskrevne faerdighe-
der i at handtere et st af veldefinerede situationer og hverv. Men det ville fgre til
en dramatisk reduktion af det ambitionsniveau, der knytter sig til den her foresla-
ede karakterisering af matematisk faglighed. Det er altsa afggrende, at “klare mal”
ikke identificeres med “simple” eller “forenklede mal”.

Disse overvejelser er baggrunden for anbefalingerne 1.1, 1.2, 1.5, 2.1, 3.1, 4.1 og
5.1. Her anbefales for det fgrste, at de relevante myndigheder, organer, organisatio-
ner og institutioner overvejer — fx gennem nedsattelse af arbejdsudvalg - i hvilke
henseender, og pa hvilken méde, l&se- og kursusplanerne i matematik i de respek-
tive uddannelser kan baseres pa en beskrivelse af matematiske kompetencer, som
prasenteret i denne rapport. Det bgr ske under inddragelse af rapportens betragt-
ninger om samspillet mellem kompetencer og fagligt stof og om mulighederne for
evaluering af kompetencer. Under forudsatning af at disse overvejelser for et gi-
vet uddannelsestrin nér frem til, at en sddan beskrivelse er mulig og gnskelig, bgr
arbejdsudvalgene have til opgave at udarbejde udkast til bekendtggrelse(r) eller
tilsvarende regelsat pa det nevnte grundlag. For det andet anbefales det at sikre
informationsudveksling, konsistens, og i forngdent omfang samordning, pa langs
og tvers af matematikundervisningen pa de ovenfor nevnte uddannelsestrin. Dette
er en fglge af, at det har veret et hovedformal med KOM-projektet at bidrage til
at skabe sammenhang og progression i matematikundervisningen op igennem ud-
dannelsessystemet, gennem etablering af et feelles begrebs- og beskrivelsesapparat.

Hvad specielt angar de erhvervsmassige eller videregaende uddannelser, som ikke
i sig selv har et matematisk preg, men hvori matematik er et vigtigt hjelpe- eller
redskabsfag, vil vi understrege den traditionelle betydning af modelleringskompe-
tence, reprasentationskompetence, symbol- og formalismekompetence, men tillige
hjelpemiddelkompetence, hvor fx computeralgebrasystemer, regneark og statistik-
software bgr tillegges vegt. Imidlertid er det i stigende grad vasentligt, at bade
problembehandlingskompetence og kommunikationskompetence udvikles til gavn
for de matematikforbrugende fag. Det diskuteres ofte blandt matematikundervi-
sere og matematikbrugere, hvor megen vagt, der skal lagges pa tankegangs- og
r&sonnementskompetence.
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Det er her arbejdsgruppens synspunkt, at jo mere magtfulde it-redskaber, der er til
radighed for den tekniske bearbejdning af matematikholdige problemstillinger, jo
vasentligere er det at kunne forholde sig til de spgrgsmal, der behandles, og til de
svar, der gives, hvilket netop stér i centrum for tankegangs- og resonnementskom-
petencerne.

Med hensyn til matematikuddannelserne er det arbejdsgruppens opfattelse, at alle
kompetencerne i spektret bgr tillegges vaegt, ogsd dem, som - nogle steder - tra-
ditionelt ikke har vaeret pa dagsordenen, sisom modellerings-, kommunikations-
og hjelpemiddelkompetencerne. I sammenhange hvor det kan lade sig ggre, bgr
modelleringskompetence sa vidt muligt udvikles i nart samarbejde med nabofag,
som fysik, gkonomi, biologi, datalogi osv.

11.3.2 Anbefalinger vedrgrende kontakt og samarbejde mellem ud-
dannelsesformer og -trin

Et af de overordnede problemer i dansk matematikundervisning, som blev nar-
mere omtalt i kapitel 10, er de store brud i kultur, perspektiver, indhold, krav og
undervisningspraksis, der sker ved overgangen fra en del af uddannelsessystemet
til en anden — fra grundskole til ungdomsuddannelser, fra ungdomsuddannelser til
videregdende uddannelser — brud som bl.a. skaber overgangsproblemer vedrgrende
de elever, som gér fra den ene del til den anden.

Det er en hovedpointe for dette projekt, at nogle af disse problemer kan athjelpes
og mindskes gennem accept og anvendelse af en falles, overordnet forstdelse af
matematikundervisningens hensigter og endemal, som den der tilbydes af en kom-
petencebaseret tilgang. Imidlertid er brudlinjerne mellem delene s rodfestede, at
det ikke er realistisk at vente sig vesentlige fremskridt i opblgdningen af dem ved
hjelp af et enkelt middel. En mangfoldighed af tiltag pa alle niveauer er ngdven-
dige for at opna dette.

Nogle af disse tiltag indgér i anbefalingerne 1.2, 2.7 og 6.5. Her anbefales det at
oprette permanente kontakt- og samarbejdsorganer, med den opgave at igangsette
og vedligeholde diskussioner og projekter om overgangsproblemerne i matema-
tik. Det er arbejdsgruppens opfattelse, at kompetencetilgangen vil kunne vere til
vasentlig hjelp som et felles grundlag for sdidanne diskussioner og projekter. Pa
grund af den indholdsmassige og geografiske kompleksitet af dele af uddannel-
sessystemet kan vi ikke foresld nogen felles, simpel model for sidanne organer.
I nogle forbindelser ville veere naerliggende, om den enkelte videregdende uddan-
nelsesinstitution tog initiativet til at oprette et sddant organ, i andre bgr det vere en
sag for skolerne og matematiklererne i et omrade at udtanke brugbare modeller
for kontakten og samarbejdet.
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11.3.3 Anbefalinger vedrgrende forsggsundervisning

KOM-projektet har koncentreret sig om selve karakteriseringen af matematikbe-
herskelse i forhold til forskellige dele af uddannelsessystemet, og dermed om ind-
retningen af rammerne for matematikundervisningen, om de overordnede proble-
mer, matematikundervisningen kan siges at std over for, samt om matematiklerer-
nes professionelle kompetencer. Dette kan, som ovenfor anbefalet, danne baggrund
for nye mader at beskrive kursus- og laeseplaner pa. Det skaber tillige en raekke
instrumenter som kan anvendes af larere til at udvikle eller nyorientere deres un-
dervisning, sa den for alvor setter fokus pa udvikling af elevers og studerendes
matematiske kompetencer. Det er ikke oplagt, at form og indhold af al den mate-
matikundervisning, som aktuelt bedrives i Danmark, egner sig lige godt til dette
formal.

Det falder uden for KOM-projektets rammer at give anvisninger pa, hvordan un-
dervisningen konkret kan tilrettelegges og gennemfgres, sa den bidrager til at 1gse
denne opgave, pa hvilke elev- og studenteraktiviteter, der kan vere formalstjen-
lige, og pé hvordan lerebgger og andre undervisningsmaterialer kan udformes, sa
de fremmer forehavendet m.m.m.

Det siger sig selv, at disse spgrgsmal pa mange mader er de vigtigste for realiserin-
gen af KOM-projektets tanker, og at der ikke findes enkle og hurtige svar pa dem.
Svarene ma indvindes gennem forsggsundervisning bade inden for og uden for de
gaeldende formelle rammer for matematikundervisningen.

Dette er noget af baggrunden for anbefalingerne 1.3,2.2,5.2,5.3,6.1, 7.1 og til dels
8.1. Her anbefales det pa den ene side Undervisningsministeriet, kommuner, am-
ter, samt uddannelsesinstitutioner at sikre juridisk-administrativt, tidsmeessigt og
ressourcemassigt raderum for en mangfoldighed af forsggsundervisning, sigtende
mod at (videre)udvikle veje til at sztte de matematiske kompetencer pa dagsor-
denen for undervisningen, og pé den anden side matematiklerere og andre rele-
vante aktgrer at g aktivt ind i en sddan forsggsundervisning. Det vil tillige vere
gnskeligt, at seerligt interesserede og engagerede matematiklarere pa alle trin sam-
arbejder med matematikdidaktiske forskere om egentlige forskningsprojekter ved-
rgrende kompetenceorienteret matematikundervisning. Dette er netop indholdet af
anbefaling 6.4.

11.3.4 Anbefaling vedrgrende laerebgger og andre undervisningsmid-
ler

Det er oplagt, at en kompetenceorienteret matematikundervisning ma betjene sig
af lerebgger og andre undervisningsmidler, som er i harmoni med forehavendet.
Her er det tydeligt, at kun en mindre del af kompetencespektret er representeret,
for ikke at tale om betonet, i de fleste af de eksisterende bgger og materialer. Dette
er hovedbaggrunden for anbefaling 7.1.
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11.3.5 Anbefaling vedrgrende efter- og videreuddannelse af laerere

Hvis KOM-projektets tanker skal kunne fgres ud i livet, ma matematiklererne pa
alle trin udstyres med kompetencer til at tilrettelegge, organisere og gennemfgre
undervisning, som tager sigte pa at udvikle elevernes og de studerendes matema-
tiske kompetencer. Med henblik pa at imgdekomme det, uden tvivl omfattende,
behov for professionel kompetenceudvikling hos de eksisterende lerere, der fgl-
ger heraf, er det ngdvendigt, at iverksatte et spektrum af efter- og videreuddan-
nelsesaktiviteter pa alle uddannelses- og undervisningstrin, hvilket er indholdet i
anbefalingerne 1.7, 2.4, 3.3, 5.5 og 6.3.

Efter- og videreuddannelsesvirksomhed kan finde sted pa forskellige ambitions-
niveauer, rekkende fra kollegiale studiekredse pa lokalt niveau, over mgder og
konferencer, til egentlige kurser samt omfattende lokale, regionale eller nationale
udviklingsprojekter. Ogsa her er det afggrende, at der afsattes tid, rum og ressour-
cer, hvis aktiviteterne skal kunne f3 tilstreekkeligt omfang og gennemslag.

Det giver sig selv, at jo mere vidtgdende en opkvalificering af landets matematik-
lererkorps, man gnsker, jo stgrre en skala bgr efter- og videreuddannelsesaktivite-
terne finde sted pa. I den forbindelse er det arbejdsgruppens opfattelse, at der vil
veere langt stgrre positive effekter at hente i en substantiel, generel opgradering
af matematikleererne i overensstemmelse med KOM-projektets tanker end ved at
afscette flere timer til undervisningen, om end en timetalsforggelse naturligvis vil
give matematikundervisningen et gget udfoldelsesrum.

11.3.6 Anbefalinger vedrgrende uddannelsen af matematiklaerere

Nar det gelder kommende matematiklerere, er virkeligggrelsen af KOM-
projektets tanker og idéer en mere omfattende og kompleks opgave, der har betyde-
lige uddannelsespolitiske, -strukturelle og -gkonomiske implikationer af en almen
art.

Imidlertid kan tiltag, der matte fgre til &endringer af matematikleereruddannelserne,
ikke ses isoleret fra overordnede spgrgsmal om uddannelsen af lerere i alminde-
lighed. Som det blev diskuteret i nogen detalje i kapitel 10, er der pa alle trin
forskellige problemer og udfordringer knyttet til danske matematiklareres virke,
og til den baggrund de har for at udgve deres profession.

Det mest pafaldende og dominerede trek ved matematiklererne pa et givet ud-
dannelsestrin er den kolossale forskellighed og mangfoldighed, der karakteriserer
dem. Det betyder, at enhver generalisering vil veere misvisende i forhold til store
delgrupper af lererne. Ikke desto mindre ser vi for de forskellige grupper nogle
gennemgaende problematiske trek, som ikke bgr tabubeleegges og forties, og som
kalder pa forandringer.

Lad det straks vere sagt meget klart, at disse problematiske trek ikke skyldes
fejl og mangler ved enkeltpersoner, -grupper eller -institutioner. Der er tale om
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systemproblemer for det samlede danske uddannelsessystem, hvorfor de bgr hand-
teres som sadanne og ikke som netop tiltag over for enkeltelementer i systemet.

Anbefalingerne 1.5, 2.3, 2.4, 3.1, 3.2, og til dels 2.1 og 5.4 gar ud p4, at uddan-
nelsen af matematiklerere pa alle trin, fra grundskole til universitet, indrettes og
tilrettelaegges sadan, at de kommende lerere forberedes pa at bedrive undervisning,
der sigter mod at udstyre modtagerne med de foresldede matematiske kompeten-
cer. Som det fremgar af del III, indeberer dette selvsagt, at lererne ma uddannes
til selv at besidde disse kompetencer.

Da de forandringer af de forskellige uddannelser af lerere, som det kan give an-
ledning til, kan tage mange forskellige former, bgr selve udformningen af uddan-
nelserne i hovedsagen overlades til varetagelse af lereruddannelsesinstitutionerne
selv, om end initiativet til forandringer kan komme fra politisk-administrativt hold.

Matematiklzerere i grundskolen

Specielt med hensyn til uddannelsen af matematiklerere i grundskolen er situa-
tionen den, at mange studerende kun har eller opnar meget beskedne faglige, og
dermed ogsa fagdidaktiske, foruds@tninger for at kunne varetage de opgaver, som
professionen indeberer, jf. del III. I den forbindelse har arbejdsgruppen fundet det
forngdent at anbefale — i nr. 1.6 og 5.4 — at kun larere med faglig paedagogisk ud-
dannelse i matematik varetager undervisning i faget. Det er endnu uklart, i hvilken
grad de nylige forandringer af seminarielereruddannelsens struktur kan stille noget
op med dette problem, men det ma befrygtes, at de i alle fald vil vere utilstreekke-
lige i forhold til behovet.

Om @ndringer af forholdene vil kunne indebazre mere fundamentale forandringer
af lereruddannelsens struktur og organisatoriske placering, ma naturligvis under-
sgges og diskuteres meget grundigt i relevante fora, som selvsagt ma indbefatte
leererseminarierne.

Det skal understreges, at der ikke heri ligger nogen anbefaling om enshedsggrelse
af grundskolelereruddannelsen pa tvears af de institutioner, som leverer den. Man
kan tenke sig adskillige, hver for sig vaerdifulde, méder at indrette leereruddannel-
sen pa. Vi haber, at man ikke viger tilbage for sidanne diskussioner, pa trods af de
vanskeligheder, problemer og ubehageligheder, de utvivlsomt vil afstedkomme.

Matematiklzerere i de gymnasiale uddannelser

Med hensyn til matematiklerere i ungdomsuddannelserne er variationsbredden sa
stor, at vi her skal indskrenke os til at se pd de gymnasiale uddannelser. Her er
problemet kun i mindre grad lerernes matematikfaglige ballast i traditionel for-
stand (men i nogle tilfelde maske nok deres matematiske kompetencer, som de-
fineret i denne rapport), og sedvanligvis heller ikke deres undervisningsmassige

Systemproblemer

Fokus pa komp.

Kun fagligt-paedagogisk udd.
mat.lerere

Ikke enhedsggrelse



Styrkelse af det fagdidaktiske
beredskab

Ingen harmonisering

Fagdidaktisk og -pedagogisk
opgradering

Ingen harmonisering

182 Anbefalinger

kompetence i klassisk betydning; den udvikles jo ofte gennem erfaring og praksis.
Hovedproblemet er, at en del matematiklerere i de gymnasiale uddannelser har et
for beskedent fagdidaktisk beredskab til, at de kan handtere alle de udfordringer,
som stadige forandringer af rammerne, vilkarene og omstaendighederne for under-
visningen skaber.

Her er der, som det ogsé anbefales, brug for en synlig styrkelse af det fagdidakti-
ske beredskab ved uddannelsen af lerere til de gymnasiale uddannelser. En sadan
styrkelse kan finde sted pd mange forskellige mader inden for eller efter univer-
sitetsuddannelsen, sa leenge det holdes for gje, at den forngdne styrkelse ikke kan
blive tilstreekkelig, hvis den udelukkende sgges opnéet gennem undervisningstra-
ning og -praksis eller gennem beskeftigelse med almene didaktiske og padagogi-
ske spgrgsmal.

Heller ikke her anbefaler vi harmonisering af vejene til at opna den gnskede fagdi-
daktiske styrkelse. Mange forskellige veje kan lede til dette mal.

Matematikleerere ved universiteter og andre videregaende uddannelser

Hvad sluttelig angar lerere i matematik ved universiteter og andre videregiende
uddannelser, er hovedproblemet sadvanligvis heller ikke den matematikfaglige
ballast (mens der igen, for nogle lereres vedkommende, kan vare problemer med
matematikkompetencerne som helhed). Problemerne kan derimod vere af bade
fagpadagogisk og fagdidaktisk art.

En del videregdende matematikundervisning finder sted under former, fx forelas-
ninger for store hold, hvor mange lerere har begranset direkte kontakt med de stu-
derende, og deraf fglgende begrensede muligheder for lgbende konstruktiv feed-
back pé undervisningen. Men ogsé pa de videregdende uddannelser sker der foran-
dringer af rammer, vilkér og omstendigheder, som ggr, at mange l@reres fagdidak-
tiske og -padagogiske kompetencer bgr styrkes betragteligt. Igen bgr disse forlgb
hverken indskraenkes til at omfatte almene didaktiske og pedagogiske spgrgsmal
eller til at ske gennem praksisgvelser.

Som tilfeeldet var for de gvrige lereruddannelser, vil vi naturligvis heller ikke her
anbefale nogen form for harmonisering af tiltagene pa tvers af enheder eller insti-
tutioner.

11.3.7 Anbefalinger vedrgrende evaluering og eksamener

En af de vigtigste faktorer for en succesfuld gennemfgrelse af ethvert (nyt) tiltag i
matematikundervisningen er evaluering, sével Igbende evaluering undervejs i un-
dervisningen som prgver og eksamener. I et system, som i gvrigt betjener sig af
organiseret evaluering som et hovedmiddel til at overvage, regulere og kontrollere
undervisningen og dens resultater, vil ingen nye tiltag vinde fodfaste hos lerere



11.3 Kommentarer til og begrundelser for anbefalingerne 183

og elever, hvis ikke de forhold, de angér, ggres til genstand for evaluering. I den
forbindelse er det afggrende, at de evalueringsmidler, man vealger at betjene sig af,
afspejler de forméal og mal, som forfglges i undervisningen, og at de har en pas-
sende grad af overensstemmelse med de aktiviteter og arbejdsformer, der benyttes
heri.

I den aktuelle matematikundervisning i Danmark er tilfaldet det, at der i alle for-
mer for evaluering kun settes fokus pa en begrenset del af de matematiske kom-
petencer, som er identificeret i denne rapport; og i det omfang dette foregér, sker
det temmelig indirekte, uden eksplicit afdekning og artikulation af hvilke kompe-
tencer der er i spil.

Imidlertid ma de former og instrumenter, der i Danmark traditionelt er til radighed
for leereren til Igbende evaluering undervejs i undervisningen, anses for tilsammen
at have potentiale til at tillade evaluering af kompetencerne i et ganske stort om-
gang. Men for at realisere dette potentiale ma evalueringsformerne og -instrumen-
terne efterses, tilpasses og malrettes med henblik pa eksplicit at sigte mod identifi-
kation og vurdering af elevers og studerendes besiddelse af de enkelte matematiske
kompetencer.

Nar det derimod gelder de gengse skriftlige og mundtlige prgve- og eksamens-
former og tilhgrende instrumenter, som er i brug til evaluering af matematik, har
disse kun potentiale til at tillade evaluering af et begrenset udvalg af kompeten-
cerne. Men ogsa her er der brug for undersggelse, tilpasning og malretning, for at
de potentialer, disse former og instrumenter faktisk har, kan komme til udfoldelse
til evaluering af kompetencerne. Dette er netop indholdet i anbefalingerne 1.3, 2.5,
3.4 0g6.2.

Nar det gelder de hyppigst anvendte prgve- og eksamensformer og -instrumenter,
er det arbejdsgruppens vurdering, at vigtige dele af kompetencerne ikke kan ind-
fanges pa dakkende og velfunderet vis af de gengse former og instrumenter. Med
henblik pa at &ndre denne situation har vi fremsat anbefalingerne 1.4, 2.6, 3.5, og
til dels 1.3 og 6.2, til Undervisningsministeriet og samtlige uddannelsesinstitutio-
ner, fra grundskoler til universiteter, om at igangsatte et arbejde med revision og
supplering af de anvendte prgve- og eksamensformer og -instrumenter.

Det er her afggrende, at det resulterende evalueringsapparat har den ovenfor om-
talte overensstemmelse med undervisningens formél og mal, og med de aktiviteter
og arbejdsformer der benyttes i den.

De fremtidige evalueringsformer pa de videregdende uddannelser kan med fordel
vare domineret af diverse former for stgrre opgaver med efterfglgende samtale, og
med et stgrre islet af mundtlige eksamener end tilfeldet er i dag.
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11.3.8 Anbefaling vedrgrende parthaverne i implementering af
KOM-projektets idéer

Det er flere gange fremh@vet i denne rapport, at ingen reformer af matematikun-
dervisningen, heller ikke den her foreslaede, har chance for at blive vellykket —
eller for den sags skyld overhovedet at blive til fgrt ud i livet — hvis ikke de centrale
aktgrer har et rimeligt mél af overbevisning om forehavendets veardi og realisme
og foler en passende grad af medejerskab og entusiasme over for det. I forhold til
det foreliggende projekt er de centrale aktgrer matematiklererne pa alle trin samt
de planleggende, administrerede og kontrollerende myndigheder, der har ansvaret
for matematikundervisningens rammer og for kontrollen af udbyttet af den.

Det er for at opna det, at projektets leder og sekreter sdvel som medlemmer af
arbejdsgruppen i lgbet af projektperioden har deltaget i et meget betydeligt antal
mgder, uddannelsesdage, konferencer osv. rundt om i landet for at prasentere og
diskutere projektet med praktiserende (og kommende) matematiklerere, samt re-
praesentanter for uddannelsesmyndighederne pa alle trin af uddannelsessystemet,
savel som med en hel del representanter fra andre fagomrader. Af samme grund
har arbejdsgruppen holdt jevnlige mgder med den i indledningen omtalte spar-
ringgruppe, som i tettere form har fulgt projektet med vasentlige kommentarer
og forslag. Endelig har projektet vaeret fremlagt og diskuteret af arbejdsgruppens
formand ved mgder og konferencer i Japan, Sverige, Tyskland og USA, bl.a. med
henblik pa at teste dets holdbarhed over for international ekspertise.

Skgnt erfaringerne med alle disse kontakter med omverdenen kun kan karakterise-
res som s@rdeles opmuntrende og lovende for projektets viderefgrelse og imple-
mentering, bedgmmer vi det ikke desto mindre som afggrende, at der ogsa fremo-
ver, i implementationsfasen, holdes udbredt og tet kontakt og dialog med matema-
tikundervisningens aktgrer, bl.a. gennem aktiv inddragelse af et stort antal af dem
i alle faser af de ovenfor foresladede arbejds-, udvalgs-, projekt- og uddannelsesak-
tiviteter. Dette er indholdet i anbefaling 1.8.

Blandt de vigtigste parthavere i skolens matematikundervisning er selvsagt ele-
verne, men ogsa deres foraldre. I betragtning af at udviklingen af matematiske
kompetencer notorisk er en indsats- og tidskravende proces for praktisk taget en-
hver elev, er det afggrende, at skolen pa alle niveauer — fra den enkelte lerer over
skoleledelse og -bestyrelse til skolemyndighederne — arbejder aktivt for at vinde
forstaelse hos elever og forzldre for denne kendsgerning. Dette er indholdet i an-
befaling 5.6.

Naturligvis er det ogsa essentielt, at undervisningen fremstar kyndig, relevant og
engagerende for eleverne, men selv den mest inciterende og overbevisende mate-
matikundervisning kan ikke overflgdigggre elevernes eget solide arbejde med fa-
get.
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11.3.9 Betragtninger vedrgrende de overordnede rammer og struktu-
rer i undervisningssystemet

Det fremgér af det ovenstdende, at vi i hovedsagen har afstéet fra at fremsatte
anbefalinger vedrgrende de overordnede rammer og strukturer i undervisningssy-
stemet, skgnt disse jo naturligvis har vaesentlig indflydelse pa mulighederne for at
realisere KOM-projektets tanker og idéer. Der er flere grunde til dette valg.

For det farste er det neppe realistisk at forestille sig, at et begrenset projekt kan
gve indflydelse pa vitale uddannelsespolitiske, -strukturelle og -gkonomiske anlig-
gender, som rekker langt ud over matematikundervisningen, dennes omfang og
udbredelse til trods, og som derfor bergrer en stor og sammensat skare af interes-
senter og aktgrer. Det kunne derfor forekomme futilt, om vi benyttede lejligheden
til at fremsatte kommentarer og anbefalinger af meget almen art.

For det andet er det magtpaliggende at sl fast, at vaesentlige dele af projektets
perspektiver og anbefalinger kan fgres ud i livet inden for de eksisterende rammer
og strukturer. Séledes er projektet ikke athangigt af, at der afsettes flere timer til
matematikundervisningen i grundskolen. Heller ikke af, at alle de studerende pa
de videregaende uddannelser, som har brug for matematiske kompetencer, udsat-
tes for et gget volumen af formaliseret matematikundervisning, eller at fremtidens
leereruddannelser alle foregér i universitetsregie osv. Naturligvis er der, som det
fremgér af denne rapport og af anbefalingerne ovenfor, brug for forandringer, ogsa
af mere vidtgaende karakter. Men disse fordrer neeppe grundleggende omkalfatrin-
ger af hele uddannelsessystemet.

Pa et enkelt punkt vil vi imidlertid bevaege os uden for matematikundervisningens
egen horisont og bergre et overordnet strukturelt problem: Det almene gymnasi-
ums indretning. Opbygningen af matematiske kompetencer pa dette trin er alt for
vigtig til alene at blive overladt til matematikundervisningen. Dette er is@r essen-
tielt, nar det geelder anvendelsen af matematik inden for andre fagomrader — hvor
modelleringskompetencen star centralt. Her er der bade brug for, at matematik-
undervisningen kan tage problemstillinger op fra andre fag, og at andre fag kan
behandle matematikholdige problemstillinger. Dette kraever fagsamarbejde. Imid-
lertid har systematisk fagsamarbejde ganske darlige vilkar i det eksisterende valg-
gymnasium, som i praksis stiller sig hindrende i vejen for samarbejdet.

Problemet er ikke udelukkende af betydning internt i gymnasiet. Det spiller ogsa
en rolle for studenternes videre skabne i den matematikforbrugende del af uddan-
nelsessystemet, at deres matematiske kompetencer og disses forbindelser til andre
fag er sa forskelligartede, som tilfeldet er.

Her ville det vere gnskeligt med en gymnasiereform, som afskaffer valggymnasiet
— “buffetgymnasiet”, som det er blevet kaldt — til fordel for et gymnasium, som ope-
rerer med gennemtankte, komponerede fagpakker, der vil muligggre samarbejde
mellem fagene — et “menugymnasium”. Dette er indholdet i anbefaling 1.9.

(Nesten) ingen anbefalinger
vedrgrende uv.systemets
struktur

Forbedringer kan realiseres
inden for rammerne

Undtagelse: Gymnasiet

“Menugymnasium” frem for
“buffetgymnasium”
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Som bekendt kan en séddan reform ggres mere eller mindre vidtgaende, rekkende
fra en feelles fagpakke for alle, med ingen eller kun fa valgmuligheder, over et lin-
jegymnasium med et antal linjer, som hver har en fast fagpakke, til et kombineret
linje- og grengymnasium, sadan som man havde det fgr 1988. Vi skal ikke her
fremsette forslag til, hvilken af disse eller andre udformninger en ny gymnasie-
ordning bgr have.



Del VII

Matematiske kompetencer pa
udvalgte uddannelser
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A Introduktion til del VII

Del II af denne rapport indeholdt en generel fremstilling af kompetencer til beskri-
velse af matematisk faglighed. Fremstillingen var ledsaget af et antal eksempler
pa hver kompetence, hentet fra forskellige uddannelsestrin. Hensigten med disse
eksempler var udelukkende at illustrere, hvad der naermere bestemt teenkes pa med
de enkelte kompetencer, ikke at foresla pracis de eksempler gjort til genstand for
undervisning pa nogen af de trin, de kunne referere til. Del III var viet en serlig
omtale af uddannelsen af matematiklerere — pa flere uddannelsestrin — i kompe-
tencebelysning.

A.1 Om de udvalgte uddannelsestrin

I denne del af rapporten er vi géet et skridt videre, idet vi har forsggt at behandle
de otte matematiske kompetencer og de tre former for overblik og dgmmekraft
vedrgrende matematikken som fagomrade pa en rekke udvalgte trin af uddannel-
sessystemet. Lad det straks vere sldet fast, at der netop er tale om et udvalg. I
princippet kunne vi have gnsket os at gennemfgre en behandling af al matematik-
undervisning i det danske uddannelsessystem under den synsvinkel, der er anlagt i
dette projekt. Men det har varet en urealistisk stor opgave at gennemfgre. I stedet
har vi valgt at se nermere pa et mindre antal uddannelsestrin- eller former, under
den antagelse og i det héb, at vi derved har kunnet levere tilstraekkelig inspiration
til, at lignende behandlinger kunne blive andre trin til del gennem andres indsats.

Vi har for det fgrste valgt at behandle grundskolens matematikundervisning (kapi-
tel B). Det kraever neppe serlige argumenter, grundskolens placering og opgaver
taget i betragtning. I den forbindelse har vi undladt at give en n@rmere omtale
af 10. klasse. Nar det gelder de gymnasiale uddannelser, har vi fokuseret pa det
almene gymnasium (kapitel D). Men det er vores opfattelse, at helt parallelle be-
tragtninger kan ggres galdende — mutatis mutandis — for de gvrige gymnasiale
uddannelser, HTX, HHX og hf. Vi har ogsé fundet det vigtigt at g naermere ind
pa universitetsuddannelser i og med matematik, men ogsa der har vi mattet be-
grense os, ikke mindst fordi spektret af universitetsuddannelser, der betjener sig
af matematiske kompetencer, er meget bredt og sammensat. Valget er derfor faldet
pé en nermere omtale af universitetsuddannelserne i matematiske fag (kapitel H).
Igen er det hébet, at denne rapport rummer tilstreekkelig inspiration til at anskue
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Del II rummede en generel
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matematikundervisningen ved fx fysik-, ingenigr-, biologi-, gkonomi-, geofags- og
psykologistudierne m.m.m. i et analogt lys.

Falles for de n®vnte uddannelsestrin og -former (og tillige for uddannelserne til
lerer i matematik) er en normativ anvendelse af kompetencebetragtningerne. Det
vil sige, at vi har forsggt at tegne et billede af, hvad det, for os at se, vil vaere gnske-
ligt at straebe efter pa de pageldende trin. Det leegger op til forskellige slags foran-
dringer — stgrre eller mindre — for indretningen, tilretteleggelsen og gennemfgrel-
sen af undervisningen pa de bergrte trin. Karakteren af nogle af disse forandringer
kommer til udtryk i de anbefalinger, vi har fremsat i kapitel 11. Andre forandringer
— og ikke de mindst vigtige — knytter sig til undervisnings- og evalueringspraksis.

Men vi er ikke standset ved uddannelserne i uddannelsessystemets “almene hoved-
vej”. En ganske betragtelig del af de matematikkompetencer, som efterspgrges og
udnyttes i samfundet, udgves i forhold til en lang rekke uddannelser, fra erhvervs-
uddannelser til korte og mellemlange videregidende uddannelser, og i kortuddan-
nede voksnes liv i samfundet og pa arbejdspladsen. Vi har derfor udvalgt et mindre
antal af sddanne uddannelser for — for det fgrste — at vise, hvordan de pageldende
uddannelser faktisk forudsetter og traekker pa, eller sigter mod, at bibringe deres
elever og studerende matematiske kompetencer, ogsa selv om matematikundervis-
ning ikke altid er formelt programsat i disse uddannelser. For det andet har det
varet ambitionen at antyde, hvordan man kan have fordel af kompetencebetragt-
ninger, nar man indretter og beskriver de pdgaldende uddannelser. Endelig har det
veret hensigten og — atter engang — habet, at andre uddannelser kunne overveje
at betjene sig af tilsvarende tankegange i fastleggelsen og karakteriseringen af de
matematiske kompetencer, de opererer med.

Valget er fgrst faldet pa voksenuddannelserne AVU og FVU pa grundskoleniveau
(kapitel C), som danner en slags overgang mellem “hovedvejen” i det almene ud-
dannelsessystem og de uddannelser, som i hgjere grad forbereder til diverse slags
erhverv. Dernast har vi valgt gastronomuddannelsen (kapitel E) som et eksempel
pa en erhvervsuddannelse uden noget udtrykkeligt indhold af matematik, men i re-
aliteten med et ikke-forsvindende islat af matematiske kompetencer. I den anden
ende af spektret har vi elektrikeruddannelsen (kapitel F), der ikke alene inkluderer
abenbare matematiske elementer, men ogsad rummer undervisning af et eksplicit
matematisk indhold. Endelig har vi, som reprasentant for en kortere videregaende
uddannelse der i flere henseender involverer matematiske kompetencer, valgt data-
matikeruddannelsen (kapitel G).

Til forskel fra hvad tilfaeldet er med den fgrnaevnte klasse af uddannelser, hvor vi
har anlagt et normativt sysnpunkt, har vi for de netop nevnte uddannelser anlagt et
deskriptivt synspunkt. Vi har med andre ord ikke forsggt at tage stilling til, hvordan
disse uddannelser bgr indrettes i henseende til matematiske komponenter, men har
snarere set det som vores opgave at bringe de matematiske kompetencer, de faktisk
rummer og treekker pa, frem i lyset.
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A.2 Lesevejledning

Kapitlerne i denne del af rapporten skal betragtes som parallelle i den forstand,
at hver af dem kan laeses uathangigt af de andre. Hvad det angar, afviger denne
del fra resten af rapporten, hvor der — som det forhdbentlig fremgéar — er tale om,
at rekkefglgen af kapitler udtrykker en analytisk udvikling. Det er for at markere
denne forskel, at kapitlerne her er betegnet med et bogstav, og ikke et nummer, i
forlengelse af de gvrige kapitler.

At kapitlerne kan leses uathaengigt af de andre, skal ikke forstds som en opfor-
dring til at ggre det. Det er saledes arbejdsgruppens opfattelse, at personer med
seerlig interesse for et undervisningstrin vil kunne fa dette trin belyst ved at sam-
menholde det med beskrivelserne pa andre trin. Det er jo en af hovedopgaverne
for KOM-projektet at bidrage til at skabe sammenhang pa langs og tveers i uddan-
nelsessystemet. Dertil kommer, at der er inspiration at overfgre, ikke mindst fra
eksemplerne, fra et trin til et andet.

Alle kapitlerne her bgr leses i sammenha@ng med fremstillingen af matematisk
kompetence i kapitel 4, som der pa flere méader tages afszt i og refereres til. Med
udgangspunkt i den tilsvarende grundkarakteristik i kapitel 4, er karakteristikkerne
i denne afsluttende del af rapporten séledes et bud pa dewkningsgraden af hver kom-
petence pa de respektive uddannelser, jf. afsnit 4.4.4 og 9.3. For at tilgodese ¢n-
sket om at illustrere kompetencetilgangens potentiale som sammenh@ngsskabende
beskrivelsesverktdj, er de fleste karakteristikafsnit bevidst gentagende mht. for-
muleringer. De dele af grundkarakteristikkerne, der ikke er skgnnet relevante pa de
respektive uddannelser, er simpelthen udeladt. Eksempelvis er der hverken i forbin-
delse med gastronom- eller datamatikeruddannelsen nogen omtale af de tre former
for overblik og dgmmekraft, fordi de ikke vurderes som verende af selvstendig
relevans for disse uddannelser.

Hvad angar kommentarerne til karakteristikkerne, er den del, som handler om at
belyse afgreensningen af kompetencerne over for hinanden, af pladshensyn udeladt
i hele denne sidste del af rapporten, skgnt sédanne kommentarer naturligvis fortsat
er fuldt relevante. Ogsa her vil vi henvise til de almene kommentarer i kapitel 4.

Endelig skal det for alle de uddannelser, vi omtaler i denne del af rapporten, under-
streges, at de anfgrte eksempler grundleggende er forsggt valgt og udformet med
tanke pa deres illustrationskraft i forhold til de mere abstrakte karakteristikafsnit.
Der er altsa ikke tale om et forsgg pa at foresld netop de valgte eksempler sat pa
dagsordenen for undervisningen pa de behandlede uddannelser. I kapitlerne B, C
og D, hvor flere uddannelsestrin karakteriseres under et, bruges eksemplerne bl.a.
til at illustrere progression i kompetencebesiddelsen mht. aktionsradius og teknisk
niveau. At vi i de tre nevnte kapitler har tilfgjet eksemplificeringen disse dimen-
sioner, skulle gerne s@tte en streg under, at den progression i dekningsgrad, som
er indbygget i karakteristikafsnittene, kun udggr en af tre dimensioner i en persons
besiddelse af en given kompetence, jf. afsnit 4.4.4.

Kapitlerne her er “parallelle”

Givende at laese dem alle

Reference til kapitel 4

Karakteristikkerne

Kommentarerne

Eksemplerne valgt med hen-
blik pa at forklare og illu-
strere karakteristikken

I kapitlerne B, C og D illu-
streres bl.a. progression
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Pa grund af den falles strukturering af kapitlerne i denne del af rapporten, som
kommer til udtryk i afsnitsinddelingen, har vi valgt at undlade at komme med mar-
ginkommentarer i de efterfglgende kapitler.



B Grundskolen

B.1 Generelle kommentarer

Grundskolen er et langstrakt og aldersmassigt tidligt placeret uddannelsesforlgb,
hvor eleverne, i Igbet af de &r de er der, gennemgér en personlig udvikling, som ikke
kan sidestilles med nogen anden uddannelse. Det vil derfor — uanset hvilke analyti-
ske “briller” man har pa — kun pa et meget overordnet plan vare meningsfuldt at
lave en samlet karakteristik af forlgbet, hvilket vi for at kunne komme ned under
“overfladen” derfor vil undlade. I karakteristikken her kommer de enkelte kompe-
tencer séledes til udtryk og er afgraenset pa en made, der er tilpasset de alders- og
undervisningstrin, grundskolen favner. Det indebarer bade, at det ofte kun er visse
traek ved den enkelte kompetence, vi vurderer som relevante pa de forskellige trin,
og at selve formuleringen af kompetencerne tager hensyn til trinnet.

Vi har dog af flere grunde bevidst afstéet fra at forsgge at karakterisere, hvordan
kompetencerne kan komme til udtryk pa det enkelte klassetrin. Dels ville det give
et falsk indtryk af homogenitet i elevgruppen pa det enkelte klassetrin, dels ville
det sende et utilsigtet og forkert signal om, at jo mere fintmasket og detaljeret en
karakteristik man kan lave, jo bedre.

I forsgget pa at finde en balance mellem en meget overordnet, og derfor meget
lidt handlingsorienteret, karakteristik pa den ene side, og en urimeligt atomise-
ret karakteristik pa den anden side, har vi valgt at fglge traditionen og gennemfgre
kompetencebeskrivelsen af matematikindervisningen i grundskolen gennem tre ud-
viklingstrin: Begyndertrinnet (1.-3. klassetrin), mellemtrinnet (4.—6. klassetrin) og
afsluttende trin (7.-9. klassetrin).

B.1.1 Afgraensning af karakteristikkerne her i forhold til grundka-
rakteristikken

I fremstillingerne nedenfor er omdrejningspunktet en fremadrettet karakteristik af,
hvad det, hvad dekningsgraden angér, efter vores mening er rimeligt at have som
sigtepunkt pa hver af de tre trin i forhold til arbejdet med hver af kompetencerne.
For at ggre det nemmere at sammenholde karakteristikken af grundskolen med
omtalen af kompetencerne i kapitel 4 vil vi her kort sammenfatte, hvordan hver af
kompetencerne er afgreenset i forhold til grundkarakteristikken i kapitel 4.
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Tankegangskompetencen er for grundskolen som helhed kun dekningsgradsmaes-
sigt afgraenset i forhold til grundkarakteristikken ved ikke at omfatte abstraktion
af egenskaber i matematiske begreber. P4 mellemtrinnet og ned omfatter karakte-
ristikken ikke generalisering af matematiske resultater, ligesom der kun fordres en
lejlighedsvis aktiv skelnen mellem definitioner og s@tninger, ikke en mere udbyg-
get og detaljeret forstaelse af forskellen mellem forskellige slags udsagn og deres
status. P4 begyndertrinnet omfatter karakteristikken kun passiv skelnen mellem de-
finitioner og s@tninger.

Problembehandlingskompetencen er for grundskolen som helhed ikke afgranset i
forhold til grundkarakteristikken, hvad deekningsgrad angér. P4 mellemtrinnet og
ned er der to elementer af grundkarakteristikken, der ikke stresses: Dels det at
kunne afgrense og precisere matematiske problemer, dels det at kunne lgse mate-
matiske problemer pé forskellige mader.

Heller ikke modelleringskompetencen er for grundskolen som helhed afgraenset i
forhold til grundkarakteristikken, hvad dekningsgrad angér. Pa mellemtrinnet for-
ventes kun i begrenset omfang evne til at kunne styre den samlede modellerings-
proces. Pa begyndertrinnet optreeder hverken afmatematisering af matematiske mo-
deller eller strukturering, kritisk analyse, og ej heller det at have overblik over og
kunne styre aktive modelleringsprocesser.

Nar det gaelder reesonnementskompetencen indgér det at kunne afdekke de bee-
rende idéer i et matematisk bevis ikke i grundskolen. Et par forhold vedrgrende
forbindelsen mellem r&esonnementer generelt og matematiske beviser som special-
tilfeelde indgér kun i karakteristikken i form af en forventning om eksemplariske
erfaringer. Det er tilfeeldet med hensyn til det at vide og forsta, hvad et matematisk
bevis er, samt det at kunne omforme heuristiske rasonnementer til egentlige (gyl-
dige) beviser. P4 mellemtrinnet og ned omfatter karakteristikken ikke det at kunne
bedgmme et matematisk r@sonnement, kun at kunne fglge og forholde sig til et
sadant.

Repreesentationskompetencen er i forhold til grundkarakteristikken bevaret i sin
fulde form gennem hele grundskolen, bortset fra at kendskab til styrker og svag-
heder ved forskellige representationsformer ikke eksplicit er pa dagsordenen pa
begyndertrinnet.

Symbol- og formalismekompetencen afgranses i forhold til grundkarakteristikken
dels ved ikke at inkludere en forventning om indsigt i — kun kendskab til — ka-
rakteren af og “spillereglerne” for formelle matematiske systemer, dels ved ikke
at betone, at omgangen med sadanne systemer typisk handler om at forholde sig
til aksiomatiske teorier. P4 mellemtrinnet og ned optreeder fordringen om at be-
skeftige sig med formelle matematiske systemer slet ikke i karakteristikken. Pa
begyndertrinnet er ikke inkluderet en fordring om at beskeftigelsen med symbol-
holdige udsagn ogsa omfatter formler.

Kommunikationskompetencen er bevaret uafgreenset gennem hele grundskolen med
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undtagelse af, at man pa begyndertrinnet ikke behgver at kunne udtrykke sig pa
flere forskellige mader om matematikholdige anliggender.

Ogsa hjeelpemiddelkompetencen er bevaret uafgrenset gennem hele grundskolen,
bortset fra at det ikke forudsattes, at eleverne pa begyndertrinnet opnar artikuleret
kendskab til hjelpemidlernes begraensninger.

Hvad sluttelig angér de tre former for overblik og dpmmekraft vedrgrende matema-
tik som fag, er de ikke afgreensede i forhold til grundkarakteristikkernes papegning
af de respektive genstandsfelter. Afgrensningen ligger i, at eleverne kun forventes
at fa erfaringer af orienterende og alment diskuterende karakter, og — med undta-
gelse af anvendelsesmassigt overblik og dgmmekraft — kun eksplicit adresseret pa
afsluttende trin.

B.1.2 Laesevejledning

Karakteristikken i dette kapitel er normativ. Det betyder, at man som leser hver-
ken skal se det som vores bud pa “tingenes tilstand”, eller som noget man med
rimelighed kunne forvente af eleverne her og nu. Karakteristikken galder, hvad
det, efter vores mening, er fornuftigt og realistisk at s@tte op som pejlemarker
for grundskolens matematikundervisning, i en tenkt fremtidig situation, hvor det
almene uddannelsessystem, hvad matematikundervisningen angar, er reformeret i
overensstemmelse med anbefalingerne i kapitel 11.

For den faktiske undervisning i grundskolen vil de otte kompetencer i ret hgj grad
vere sammenvavede, faktisk i en grad, sa de i praksis kan vere sveare at skille ad.
Jo tidligere i skoleforlgbet man befinder sig, jo mere vil det hgre til sj®ldenhederne,
at matematiske begreber og fenomener pa dette trin optreeder i “ren” form, dvs.
uden forbindelse med bgrnenes livsverden. Alligevel er det vigtigt for klarhedens
skyld at fastholde, at kompetencerne er analytisk forskellige.

Hvad angar karakteristikken af hver af kompetencerne, er det gennemgaende, at
der er mange elementer, som er gennemgéaende pa hver af de tre grundskoletrin.
Det skal tages som et positivt signal om, at det grundleggende er en og samme
kompetence, som videreudvikles, og altsa ikke som et signal om, at eleverne ikke
forventes at udvikle sig pa disse omrader.

Eksemplificeringen er igvrigt generelt mest fyldig pa begyndertrinnet, dels fordi
det er med dette trin, at kompetencekarakteristikkerne udspaendes nedadtil bade
alders- og niveaumessigt, dels fordi vi har erfaring for, at det er pa dette trin, det
volder stgrst vanskeligheder umiddelbart at se kompetencernes manifestation for

sig.
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B.2 Matematiske kompetencer i grundskolen

B.2.1 Tankegangskompetence
Karakteristik

Gennem hele grundskolen bestar dennne kompetence i at kunne udgve matematisk
tankegang i forhold til elementer matematik, dvs. grundbegreberne for stgrrelser,
tal og rum, som de kommer i spil, 1 forhold til den verden de respektive aldersgrup-
per befinder sig i. Udfoldet drejer det sig dels om at kunne stille spgrgsmadl, som er
karakteristiske for elementer matematik, og at have blik for hvilke typer af svar,
som kan komme pa tale, dels om at kunne skelne passivt mellem forskellige slags
matematiske udsagn som del af forstaelsen af, hvilke typer svar som kan opnds pa
spgrgsmél vedrgrende elementer matematik. Hovedvagten ligger her pa at kunne
skelne mellem pa den ene side definitioner, forstaet som en aftale om tildeling af
navne til ting, og pa den anden side swtninger, forstiet som pastande i form af
alment galdende resultater og regler.

Af serlig betydning er her forstaelsen af betingede udsagn. 1 denne skelnen indgér
ogsa det at have blik for betydningen af underforstdede eller udtrykkelige kvan-
torer i matematiske udsagn (“Der findes en...med den egenskab at...”, “For alle
...geelder...”). Ogsa det at kunne skelne satninger fra pastande om enkelttilfzlde,
og fra formodninger baseret pa intuition eller erfaringer med specialtilfeelde, hgrer
hjemme her.

Fra mellemtrinnet og frem bgr der ske en gradvis udvikling i forhold til, hvor aktivt
der kan skelnes mellem forskellige slags matematiske udsagn. Herudover gges for-
ventningerne ved at tilfgje karakteristikken det at kunne udgve kendskab til givne
matematiske begrebers reekkevidde som en anden del af forstaelsen af, hvilke typer
svar som kan opnés pa spgrgsmal vedrgrende elementar matematik.

Pa afsluttende trin bgr man forvente, at dekningsgraden udvides til, ud over raek-
kevidden af de centrale matematiske begreber, ogsa at omfatte kendskab til disse
begrebers begreensning. Desuden tilfgjes karakteristikken det at veere klar, over
hvilke slags spgrgsmal som er karakteristiske for elementar matematik som ud-
tryk for en gget bevidsthed omkring det at kunne stille sddanne spgrgsmal og have
blik for typen af svar. Pa dette trin indgar ogsa det at kunne forstd, hvad der ligger
i generalisering af matematiske resultater og selv at kunne generalisere sddanne til
at omfatte en stgrre klasse af objekter.

Kommentar

At elever i grundskolen kan udgve matematisk tankegang som her beskrevet, inde-
baerer ikke, at de ogsa er i stand til at udtrykke, hvori denne tankegang bestér eller
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at kunne ggre rede for de forskellige former for skelnen, som indgér heri. Selv-
fglgelig er det heller ikke et spgrgsmal om at have kendskab til den terminologi,
som her er benyttet. I stedet er der tale om, at eleverne i praksis kan forholde sig til
og betjene sig af de vigtigste ingredienser i en sddan tankegang i de matematiske
sammenhzange, de stgder pa.

Der kan ogsa veere grund til at understrege, at det at vere i stand til at stille mate-
matiske spgrgsmaél, som er karakteristiske for de respektive trin, ikke ngdvendigvis
indeberer, at man ogsa kan besvare dem.

Eksemplificering

Med formuleringen om at kunne stille spgrgsmdl, som er karakteristiske for ele-
menter matematik, tenkes her pa spgrgsmal af typen “Findes der...?”, “Hvor
mange. .. ?”, “Hvad betyder... ?”, “Hvad kaldes. .. ?” osv.

I forbindelse med det at have blik for hvilke typer af svar, som kan komme pa tale,
teenkes pa svar af typen “Der findes. .. (fordi)...”, “Der findes ikke ... (fordi)...”,
“S& mange. ..”, “Det bliver. .. ", “Det betyder. ..”, “Det kaldes. ..” osv.

Med hensyn til forstdelsen af betingede udsagn tenkes pa udsagn af typen
“Hvis...sd...”, “Hvis ikke...sd...”, “Kun ndr...er...”, “Pa betingelse af...kan
man sige at...” osv.

Til illustration af matematisk tankegangskompetence kan navnes det at have blik
for typen af svar pé, og selv kunne stille, konkrete karakteristiske spgrgsmdl som
B “Findes der noget helt tal, som er bade lige og ulige?”

B “Findes der et tal, som er verdens stgrste? . .. eller mindste?”’
B “Hvor langt kan man telle?”

B “Hvor meget er egentlig en kilometer?”

B “Er der mon flere ulige tal end lige tal?”

B “Hvor meget er 406 stgrre end 3177

B “Hvor meget bliver 100-100?”

B “Hvad betyder egentlig 3177

B “Hvad betyder det, nar der star 0 i 406?”

B

“Hvorfor skriver man ikke 0406 i skolen, nar mit personnummer ender pa
040677

B “Hvad er en kvadratcentimeter?”’
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“Hvad er det nu, vi mener med et kvadrat?”’
“Er der flere stole end borde 1 klassen?”

“Hvilken klasse pa skolen har flest elever?”

T W W W

“Hvis man har sparet 312,75 kr. op og vil kgbe en ting til 450,50 kr., hvor
meget mangler man sa?”

B “Nar et menneske ikke kan telle til mere end 3 milliarder pa 100 &r, hvordan
kan vi sd vide at der bor 6 milliarder mennesker pa Jorden, nar ingen har talt
dem?”

“Findes der noget helt tal, som er bade lige og ulige?”

“Hvad kalder man en firkant, hvor bade vinkler og sider alle er lige store?”
“Hvorfor er 0, 10 mindre end 0,9, nar der er flest cifre i 0,10?”

“Findes der et lige primtal?”

“Hvad sker der med stgrrelsen pa en vinkel, hvis vinkelbenene forlenges?”
“Hvad betyder procent?”

“Hvad er en ligning?”

“Hvorfor ma man ikke dividere med 0?”

> » £ £ £ £ £ £ X

“Skal man altid bruge den samme verdi af 7, nir man skal beregne arealet
af en cirkel, vanset cirklens stgrrelse?”

A “Hvorfor giver minus gange minus plus?”
A “Hvorfor kan man ikke tage kvadratroden af et negativt tal?”

A “Hvorfor er 2° = 1 — nar man ganger 2 med sig selv 0 gange, skulle det da
blive 077

A “(a+b)(a—b) = a® — b?, siger du, men hvorfor er der kun to led, der skulle
da blive fire?”

Der kan vere grund til at pege pa, at selv om nogle af disse spgrgsmal refererer
til verden uden for matematikken, er selve spgrgsmalene alle af matematisk art, og
de processer, som skal til for at svare pa dem, er det i alt veesentligt ogsa, selv om
de skal bringes i spil over for et udenomsmatematisk virkelighedsomrade. At telle
bordene og stolene i klassen, eller eleverne i skolens klasser, krever selvfglgelig,
at man forholder sig til de konkrete stole og borde, respektive elever, men selve
teelleprocessen er af matematisk natur, selv om den angér virkelige genstande. Li-
gesa forholder det sig, hvis man i stedet for at telle borde og stole fx parrer dem
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sammen, indtil én eller begge kategorier er udtgmt, og derefter svarer pa spgrgs-
malet “Er der flere stole end borde i klassen?” ved at sige “Ja, for jeg har sat hvert
bord sammen med en stol, og bagefter var der stole tilovers”.

Eksempler pa forskellige slags matematiske udsagn som alle er definitioner, eller
instanser heraf, kunne vare

“Et (helt) tal, som ikke kan deles i to lige store tal, kaldes ulige.”

“Tallet, der skrives som 406, bestar af fire hundreder og 6 enere.”

“En firkant er en figur, som har fire kanter.”

“Symmetri er, nar ting kan spejles i sig selv.”

“Et helt tal, som ikke kan deles i to lige store tal, er ulige.”

“Et kvadrat er en firkant, hvor alle vinkler og alle sider er lige store.”

“En variabel kan have flere forskellige verdier.”

£ £ £ R w w w w

“En ligning siger noget om balancen mellem to talstgrrelser — ligesom en
vippe.”

A “En funktion angiver sammenhangen mellem to variable.”

A “Etirrationalt tal kan ikke skrives som en brgk.”

A “Rumfang siger noget om, hvor meget ting i tre dimensioner fylder.”
Som eksempler pé seetninger (som ikke ngdvendigvis kan/skal doceres eller godt-
ggres pa det pagaldende trin) har vi:

B “De (hele) tal, der er lige, er pracis dem, der ender pa et lige tal.”

B “Hvis man deler en firkant med en linje gennem to (modstiende) hjgrner, far
man altid to trekanter.”

B “Hvis man legger to tal sammen, bliver resultatet stgrre end begge tallene.”
B “Et lige tal plus et ulige tal giver altid et ulige tal.”

M “Hvis man ganger to ulige tal med hinanden, far man altid et ulige tal som
resultat.”

M “Hvis man laver en figur af kvadrater med sidel&engden 1, bliver omkredsen
altid et lige tal.”

M “36 er et eksempel pa et kvadrattal, men ikke alle tal er kvadrattal.”
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M “En ligning har altid én lgsning.”
A “Funktioner kan altid tegnes i et koordinatsystem.”
A “Rationale tal er den talme@ngde med flest elementer.”

A “Nar rumfanget af noget bliver stgrre, bliver overfladearealet ogsa stgrre.”

Derimod er fglgende eksempler pa pdstande om enkelttilfeelde, som skal generali-
seres 1 stgrre eller mindre grad for at blive til s@tninger.

B “12er et lige tal.”

B “En kilometer er lige sd meget som 10 Igbebaner pa 100 meter, lagt lige efter
hinanden.”

M “At gange 10 med % er det samme som at dividere 10 med 2.”
M “En liter er lige s& meget som 1000 cm?>.”
A “Ligningen 2x+ 5 = 2 har kun én lgsning.”

A “V/8 er et irrationalt tal.”

B.2.2 Problembehandlingskompetence
Karakteristik

Gennem hele grundskolen bestar dennne kompetence dels i at kunne finde og for-
mulere forskellige slags elementare matematiske problemer, “rene” sdvel som “an-

vendte”, “dbne” savel som “lukkede”, dels i at kunne lgse sidanne matematiske
problemer i feerdigformuleret form, egnes sével som andres.

Pa afsluttende trin, og gradvist pa vej hertil, udvides den forventede deknings-
grad pa to omrader: For det fgrste forventes det, at eleverne udvikler deres evne
til at opstille forskellige slags elementere matematiske problemer, s& de udover at
kunne finde og formulere sddanne problemer ogsé kan afgreense og preecisere dem.
For det andet skal eleverne udvikle sig i retning af at kunne lgse ferdigformule-
rede problemer pd forskellige mader, hvis det er klarggrende eller af andre grunde
gnskeligt.
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Kommentar

Et matematisk problem er en serlig type matematisk spgrgsmal, nemlig ét hvor
en matematisk undersggelse er ngdvendig for besvarelsen. Spgrgsmaél, som kan
besvares alene ved hjelp af (fa) specifikke rutinefaerdigheder, henregnes saledes
ikke som matematiske problemer.

Det er meget vel muligt at kunne formulere matematiske problemer uden at vaere
i stand til at lgse dem. Tilsvarende er det muligt at vere en dygtig problemlg@ser
uden at vaere god til at finde og formulere matematiske problemer.

Eksemplificering

Som eksempel pa det at lgse, og i nogle af tilfaldene eventuelt selv finde og formu-
lere, matematiske problemer, vil vi — i den “lukkede” afdeling, hvor der eksisterer
ét entydigt rigtigt svar — nevne fglgende:

B “Findes der noget helt tal, som er bade lige og ulige? — Nej, for et lige tal er
ét, som kan deles i to lige store hele tal, og med et ulige tal mener vi ét, som
ikke kan deles pa denne méade.”

B “Findes der et tal, som er verdens stgrste? — Nej, for hvis nogen kom med et
forslag til et sddant tal, ville dette tal plus 1 vaere endnu stgrre.”

B “Eller mindste? — Ja, blandt de (hele) tal I kender, er O mindst, men der findes
nogle andre slags tal, hvor der ikke er noget mindste.”

B “Hvis en plade chokolade er opdelt i 3 -4 ens stykker, kan den sa deles mel-
lem fem mennesker, sa alle far lige meget? — Nej, for man kan ikke gange 5
med et tal og sa fa 12.”

B “Er der mon flere ulige tal end lige tal? — Nej, der ma vere lige mange, for vi
kan parre hvert ulige tal sammen med precis et lige tal, fx det som kommer
umiddelbart efter.” (Dette er et eksempel pa et svar, som nappe opnis pa
dette trin, selv om spgrgsmaélet sagtens kan stilles her.)

B “Hvor meget er 406 stgrre end 3177 — 89.”

B “Kan man altid lave en trekant af tre pinde? — Nej, for hvis vi fx har pinde
pa 3, 5 og 10 cm og legger de to sma pinde op til hver sin ende af den store
pind, kan de to sma pinde aldrig mgdes.”

B “Hvor meget bliver 100- 100? — 10000.”

B “Er der flere stole end borde i klassen? — Ja, for jeg har talt 13 borde, men 25
stole.”
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“Hvilken klasse pa skolen har flest elever? — Farst besluttede vi, at det skulle
vere alle dem, der gar i klassen, vi skulle have med, ikke kun dem, der var i
skole den dag. Derfor spurgte vi efter tallene pa kontoret og sammenlignede
dem. Sé opdagede vi, at 2a, 3¢ og 7b alle har 23 elever, mens de andre har
feerre. S4 alle de tre klasser ma have flest elever.”

“Er der lige mange sorte og hvide felter pa et skakbrat? — Ja, for pa hver
rekke er der 4 sorte og 4 hvide.”

“Hvis man har sparet 312,75 kr. op og vil kgbe en ting til 450,50 kr., hvor
meget mangler man sa? — Hvis tingen kostede 450,75 kr. s& manglede man
138 kr.; men den koster 25 gre mindre, s& det er kun 137,75 kr., man mang-
ler.”

“Hvor mange lgsninger har ligningen 2 — x> = 3 ? — Ingen.”

“Arne, Bent og Clara skal beslutte, hvem der skal vaske op. De kaster to
mgnter. Arne skal vaske op, hvis udfaldet bliver plat-plat; Bent, hvis udfaldet
bliver krone-krone; og Clara, hvis udfaldet bliver en plat og en krone. Er det
retfeerdigt? — Nej, fordi Clara vil komme til at vaske op dobbelt sd mange
gange som de andre.”

“ Hvad er det naste tal i talfglgen 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; ...7-1,0.”

“Hvor mange bedstemgdre er der i X-kgbing, hvis halvdelen af de 10000
indbyggere er hunkgn, og 8% af dem er bedstemgdre? — 400.”

“Hvad kan omkredsen af figuren her blive, hvis man tilfgjer yderligere to
kvadrater af sammme stgrrelse? — Det ma komme an pé, hvordan de nye
kvadrater ma ligge. Hvis de skal have mindst en side felles med figuren,
sd...”

“Hvor store er vinklerne i en reguler trekant? firkant? n-kant? — Med tre-
kanten ma svaret vaere 60°, fordi de tre lige store vinkler lagt sammen skal
give 180°. En reguler firkant er retvinklet, sa her er svaret altsa 90°. n-kant,
...Hmmm, det mé& vere noget med, hvor meget de n vinkler er tilsammen,
men herfra skal jeg nok have hjelp for at komme videre.”

“Hvad er forholdet mellem arealet af en cirkels indskrevne og omskrevne
kvadrat?”

“Under udsalg far man ofte rabat som en procentdel af varens normale pris.
Er det smartest at bede om at f rabatten trukket fra for eller efter momsen
leegges til prisen? — Det ma vere lige meget, tror jeg, for det er det med alle
de tal, jeg har prgvet med.”



B.2 Matematiske kompetencer i grundskolen 203

A “Hvis man til et tal leegger et bestemt antal procent, og derefter treekker det
samme antal procent fra resultatet, ender man ikke med det tal, man startede
med. Hvorfor ikke?”

A “Hvad er arealet af figuren her, hvis omkredsen er 567 — 100.”

Det fremgér, at nogle af problemerne er af internt matematisk art, dvs. alene an-
gar tal- eller stgrrelsesbegreber eller geometriske begreber om rummet (inklusive
planen), mens andre refererer til genstande og fenomener fra verden uden for ma-
tematikken. De udenomsmatematiske problemer er (jf. kommentaren i afsnit 4.2.2)
rubriceret under denne kompetence og ikke under modelleringskompetencen, fordi
lgsningen af dem ikke forudsatter hypoteser om og afgrensning af det virkelig-
hedsudsnit, der er tale om.

I den mere mere “abne” afdeling, hvor det vil vere selvmodsigende at anvise et
kort og entydigt svar, kan fglgende “rene” opgaver tjene som eksempler:

B “Skriv tre forskellige regnestykker, som du mener giver 100 som resultat, og
lad en kammerat regne efter.”

B “Tegn tre forskellige geometriske figurer, som alle har omkredsen 10 cm, og
lad en kammerat méle efter.”

M “Hyvilke figurer kan der fremkomme, hvis to spejle samles og stilles lodret
pé en ret linje, og derefter adbnes i forskellige vinkler?”

M “Skriv tre forskellige ligninger, som du mener har 5 som lgsning, og lad en
kammerat regne efter.”

M “Kom med en ‘opskrift’ pa, hvordan man kan ferdigggre den pabegyndte

trekant her.” /
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A “Hvilke figurer kan have frembragt skyggerne her?” (Foto af forskellige
skarpt optegnede skygger.)

A “Skriv regneforskriften for tre forskellige funktioner, hvis graf du mener gar
igennem punktet (5;7), og lad en kammerat tjekke efter.”

A “Find s& mange rektangler som muligt som opfylder, at

a) lengden og bredden er hele tal.

b) arealet og omkredsen er samme tal.”

A “Opskriv % som sum af to eller flere stambrgker (dvs. brgker hvis n@vner er
1)'7’

Hvad angar opgaver, som kan karakteriseres som “dbne” og “anvendte”, har udfor-
dringen en karakter, som ggr, at det i fgrste omgang er modelleringskompetence,
som skal bringes i spil, jf. kommentarerne til nedenstdende afsnit, som ogsa rum-
mer adskillige eksempler.

B.2.3 Modelleringskompetence
Karakteristik

Gennem hele grundskolen bestar denne kompetence pa den ene side i at kunne
analysere grundlaget for og egenskaberne ved foreliggende modeller og at kunne
bedgmme deres rekkevidde og holdbarhed. Pa den anden side bestar kompeten-
cen i at kunne udfgre aktiv modelbygning 1 en given sammenh&ng, dvs. at bringe
elementer matematik i spil og anvendelse til behandling af anliggender uden for
matematikken selv.

Aktiv modelbygning indeholder en rekke forskellige elementer. Fgrst at kunne
strukturere det felt eller den situation der skal modelleres. Dernast at kunne gen-
nemfgre en matematisering heraf, dvs. en oversattelse af objekter, relationer, pro-
blemstillinger m.v. til et omrade af matematikken, resulterende i en matematisk
model. At kunne behandle den opstiede model, herunder Igse de matematiske pro-
blemer den maétte give anledning til, samt at kunne validere den fardige model,
dvs. bedgmme dens holdbarhed bade internt (i forhold til modellens matematiske
egenskaber) og eksternt (dvs. i forhold til det felt og den situation modellen om-
handler). Der indgér tillige at kunne analysere modellen kritisk, bade i forhold til
dens egen brugbarhed og relevans og i forhold til mulige alternative modeller, og
at kunne kommunikere med andre om modellen og dens resultater. Endelig ind-
gér det i aktiv modelbygning at have overblik over og kunne styre den samlede
modelleringsproces.
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I forhold til denne model af den matematiske modelleringsproces bgr den aktive
modelbygning pd begyndertrinnet besta i delprocesserne matematisering, behand-
ling af den opstaede model, som pa dette trin oftest vil vaere et anvendt regnestykke
eller en teenkt, tegnet eller bygget geometrisk genstand, validering af den faerdige
model, hvilket her kommer ud pa at tage stilling til, om de opnéede resultater af
modelbehandlingen ser rimelige ud og giver anledning til brugbare konklusioner
i lyset af de tilskeeringer af og antagelser om feltet/situationen, som er foretaget,
samt kommunikation med andre om modellen og dens resultater, hvilket pa dette
trin i hovedsagen bestar i at vise og forklare, hvad man har gjort, samt at svare pa
spgrgsmal og indvendinger herom.

Fra mellemtrinnet og frem fordres dekningsgraden udvidet til ogsa at inkludere
kritisk analyse af de byggede modeller samt overblik over den gennemfgrte del af
modelleringsprocessen. Desuden bgr den del af aktiv modelbygning, der handler
om strukturering, gradvist inddrages mere og mere fra dette trin og frem. Den del
af modelleringskompetencen, der handler om analysen af grundlaget for og egen-
skaberne ved foreliggende modeller, bgr fra mellemtrinnet og frem 1 stigende grad
inkludere det at “afmatematisere” (traek ved) foreliggende matematiske modeller,
dvs. at kunne afkode og fortolke modelelementer og -resultater i forhold til det felt
eller den situation, som er modelleret.

Pa afsluttende trin bgr savel den undersggende som den produktive side af model-
leringskompetencen inkludere alle dele af den matematiske modelleringsproces.

Kommentar

Selv om der teoretisk set er tale om matematisk modeldannelse eller -bygning, hver
gang matematikken bringes i spil uden for dens eget omrade, vil vi her kun bruge
ordene model og modelbygning i tilfelde, hvor der optreder en ikke-selvfglgelig
tilskering af den modellerede situation, som indebearer beslutninger, antagelser,
indsamling af oplysninger og data m.v.

Behandling af matematikholdige problemstillinger, som ikke for alvor krever be-
arbejdning af de virkelighedselementer, der optreder, henhgrer under den oven-
for omtalte problembehandlingskompetence. De trek af modelleringskompeten-
cen, som koncentrerer sig om selve modelbehandlingen, er ofte tet forbundet med
problembehandlingskompetence. Men derudover indgéar der i modelleringskompe-
tencen mange elementer, som ikke er af klassisk matematisk art, fx viden om uden-
omsmatematiske kendsgerninger og betragtninger, og beslutninger vedrgrende mo-
delleringens formal, hensigtsmassighed, relevans for stillede spgrgsmal osv.

Eksemplificering

Pa trods af, at den “undersggende” og den “produktive” side af modelleringskom-
petence i praksis oftest vil vaere pa banen samtidigt, vil vi for illustrationens skyld
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splitte eksemplificeringen op pa udfordringer, som vi mener overvejende peger i
henholdsvis den ene og den anden retning.

Den del af modelleringskompetencen, som bestar i at analysere grundlaget for og
egenskaberne ved foreliggende modeller og at kunne bedpmme deres reekkevidde
og holdbarhed, kan pa begyndertrinnet fx illustreres vha. fglgende tenkte dialoger:

E;: “Hvis du hver méned sparer 25 kr. op i banken, har du efter et &r 302 kr.

E;: Det forstar jeg ikke, for 2512 giver da kun 300 kr. Hvor kommer de
2 kr. fra?”

E;: “Toget mellem A og B tager 20 minutter, og bussen fra B til C tager 15 mi-
nutter. Da man skal vente pa bussen i B i 5 minutter, tager hele turen 40 mi-
nutter.

Ej: Ja, fra A til C, men s mangler man at leegge den tid til, som skal bruges hen
til toget, og fra bussen og derhen hvor man skal.”

E;: “Dygtige sprintere kan Igbe 100 meter pa 10 sekunder, dvs. de kan Igbe 1 km
pa 1 minut og 40 sekunder.

E,: Det tror jeg ikke pa, for ingen kan holde det hurtige tempo pa 10 gange sa
lang en strekning.”

E;: “Man kan teelle lige sa langt, det skal vare.

E;: Ikke i praksis, for det tager jo tid at nevne et tal, og et menneske lever ikke
evigt, sd der ma vare en graense for, hvor langt man kan teelle.”

Det er vaerd at legge marke til, at det at kunne undersgge og kontrollere andres
matematikinvolverende pastande ikke forudsztter, at man selv ville vere i stand til
at formulere disse pastande. Ved konstruktionen af dialogerne ovenfor har det séle-
des vearet tanken, at £; kunne vare en elev pa begyndertrinnet, mens det realistiske
er at forestille sig, at E; er en &ldre elev eller i visse af tilfeldene en lerer.

De fglgende punkter er tenkt som eksempler pa mulige afsat for en lignende kri-
tisk stillingtagen pé de gvrige trin.

M At kunne vurdere fordele og ulemper ved placeringen af et felles fritidscen-
ter, som indbyggerne i fem landsbyer er blevet enige om at bygge.

M Ved at se pa en isometrisk tegning af et hus at kunne afggre, hvilke mal
(lengder, vinkler) der angiver korrekte mal i malestoksforhold.

A At kunne fremskaffe datamateriale med henblik pa at undersgge en pastand
om, at antallet af mobiltelefoner vokser dobbelt s& hurtigt som antallet af
fastnettelefoner.
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A Ud fra et regnskab for en skolebod at kunne vurdere, hvilke faktorer der far
indflydelse pa bodens fremtidige gkonomiske situation.

A At kunne forholde sig til, hvordan GPS-navigation virker.

Den “produktive” side af modelleringskompetence — aktiv modelbygning — kan fx
komme til udtryk med afset i fglgende problemstillinger:

B “Hvem i klassen er @®ldst/yngst?”

Problemstillingen kan behandles ved at indhente oplysninger om de enkelte
elevers fgdselsar og -dag og indtegne resultaterne i en kalender.

B “Hvad er Danmarks hgjeste bygning?”

Spgrgsmalet kan behandles ved at pracisere, hvilke slags bygninger, man vil
tage i betragtning, og opsgge data ved forespgrgsel, handbogsopslag osv.

B “Hvor meget sparer man ved at kgbe et 10-tursklippekort i forhold til at kebe
10 enkeltbilletter?”

Besvarelse af dette spgrgsmal kan finde sted ved at opsgge priser pa diverse
klippekort og enkeltbillletter af samme type som klippekortets, dernast at
opstille, gennemfgre og kontrollere den relevante udregning, og tage stilling
til resultatet, fx ved at sige “Man sparer kun x kroner ved at kgbe et kort,
og da jeg ikke sa tit kgrer i bus, er det dumt at betale si mange penge pa én
gang”, eller “Man sparer x kroner, og da jeg kgrer meget i bus, synes jeg det
er smart at spare de penge.”

B “Hvor meget er egentlig en kilometer?”

Besvarelse af dette spgrgsmal kreever en beslutning om, hvordan spgrgsmalet
overhovedet skal forstds. Nogle mulige udlegninger kunne vere:

— “Vi ma kunne fa et konkret fornemmelse af, hvor meget en kilome-
ter er, ved at sammenligne med noget, vi kender, fx afstanden hen til
busstoppestedet eller lengden af en ting.”

— “Da man har den aftale, at en kilometer er navnet pa 1000 meter, og vi
ved, at der er ca. 100 meter hen til stoppestedet, svarer en kilometer fx
til streekningen fem gange frem og tilbage til busstoppestedet.”

— “Vores klasseverelse er ca. 8 meter langt, sa vi skal have 125 klasse-
verelser efter hinanden for at fa en kilometer.”

Med hensyn til aktiv modelbygning fra mellemtrinnet og frem, er det som navnt
1 karakteristikken et afggrende trek, at man som en del af udfordringen skal for-
holde sig strukturerende til virkeligheden. Denne del af arbejdsprocessen kan fa
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meget forskelligt omfang, alt efter hvor kompleks og diffus udfordringen er i ud-
gangspunktet, og hvor meget den mere eller mindre eksplicit kraver inddragelse
af andre ting (hjelpemidler, data, udefrakommende personer etc.), end de i situa-
tionen forhandenveaerende. Da det er en afggrende ting at forholde sig til, nr man
skal tilretteleegge arbejdet med sigte pa modellleringskompetence, vil vi splitte ek-
semplificeringen op 1 opleg til henholdsvis kortere- og leengerevarende modelle-
ringsaktiviteter. De korterevarende oplaeg er karakteriseret ved, at vi forestiller os,
at man meningsfyldt kan tage udfordringen op i klasseverelset inden for rammerne
af en lektion eller to. Derimod vil eksemplerne pa oplaeg til lengerevarende mo-
delleringsprocesser givet kra@ve, at man sprenger disse rammer.

Fgrst eksemplerne pa korterevarende modelleringsforlgb:

M “Med 42 kvadratiske fliser pd 0,5 m - 0,5 m skal laeegges en terrasse i et
hjgrne af en have. Omkring terrassen skal plantes buske med 0,5 meters
mellemrum. Buskene s@lges enkeltvis for 23 kr. og i bundter med 10 i hver
for 200 kr. Hvor dyr bliver terrassen? Kunne det vare gjort billigere?”

M “En 3,8 meter lang ledning skal trekkes fra en kontakt til en lampe. Led-
ningen skal fastggres til veggen med 0,5 cm brede ledningsholdere, som
skal placeres med en afstand pa 20 — 25 cm. Der sattes en ledningsholder i
starten og en til slut. Hvilket er det mindste antal ledningsholdere, der skal
bruges? Hvor stor bliver afstanden mellem ledningsholderne?”

<

“Hvor meget papir skal man bruge for at binde rapporten her ind?”

M “Hvor mange meter teppe skal der kgbes for at legge veg-til-veg teppe i
rummet her?”

<

“Hvor mange mennesker kan der sta i rammet her?”

<

“Hvor lang tid skal du satte af til at komme i skole om morgenen?”

A “Hvor langt kan man telle, i praksis? — Hvis vi antager, at man kan telle ét
tal 1 sekundet, kan man telle 86400 tal i dggnet, hvis man ikke foretog sig
andet. Det bliver 31536000 om aret, og hvis man lever i 100 ar, bliver det i
alt til 3153600000, altsa lidt mere end 3 milliarder.”

A “Rapporten her er lidt af en moppedreng, ikk”? Den er trykt med bogstaver
af punktstgrrelse 11, sé for at ggre sidetallet mindre kunne man valge at
trykke den med punktstgrrelse 10. Hvor mange sider er det rimeligt at gaette
p4, rapporten sa vil blive pa?

Man kan ogsa mindske sidetallet ved at tillade skriftbredden pa hver side at
vaere 16 cm i stedet for de nuverende 13 cm. Hvilken reduktion i sidetallet
vil det anslaet give?

Hvilken relativ reduktion af sidetallet vil man kunne na op pa, hvis man
kombinerer de to mader at reducere pa?”
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A

> > >

“Giv, vha. tabellen her (tabellen pa side 221) et skgn over, hvor stor en del af
den danske befolkning, der aldrig kommer pa folkebibliotekerne.”

“Tegn en skitse af et hus pa 120 m?.”
“Hvilken form skal en tagrende have?”
“Hvor mange tandbgrstninger er der til i en tube tandpasta?”’

“Hvor langt fremme ad vejen skal der vere fri bane, for at man sikkert kan
overhale?”

Som eksempler pa oplag til lengerevarende modelleringsforlgb vil vi nzvne fgl-
gende:

M

> » » » » X K

“Du vil gerne ringe til dine bedsteforaeldre, som er pa ferie i Thailand. Hvor-
nar er det godt at ringe til dem?”

Spgrgsmalet kan besvares ved at finde oplysninger om tidsforskellen mellem
Danmark og Thailand, benytte dette til at finde ud af, hvornar begge parter
er vagne og til om muligt at vaelge et velegnet tidspunkt i dette tidsinterval.

“Hvor langt er der rundt om skolen?”

“Bestem hgjden af skolens flagstang.”

“Kan man motionere sig slank?”

“Hvor mange vindmgller skal der bygges i Danmark?”

“Hvilket internet-abonnement skal man velge?”

“Hvad er sammenhangen mellem ens indkomst og den skat, man betaler?”

“Planleg indretningen af skolens nye computerrum.”

B.2.4 Rasonnementskompetence

Karakteristik

Gennem hele grundskolen bestar denne kompetence dels i at kunne fglge og for-
holde sig til et elementart matematisk reesonnement, dvs. en kede af argumenter
fremsat af andre pa skrift eller i tale til stgtte for en pastand, dels i selv at kunne
udteenke og gennemfgpre sadanne reesonnementer. 1 begge henseender indgar det at
kunne forstd den logiske betydning af et modeksempel.
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Pa afsluttende trin bgr man forvente at dekningsgraden udvides pa to omrader:
For det fgrste bgr eleverne ikke alene kunne forholde sig til, men ogsa kunne be-
dpmme et matematisk reesonnement. For det andet bgr eleverne ggre sig eksem-
plariske erfaringer med, hvad et matematisk bevis er, hvordan det adskiller sig fra
andre former for matematiske resonnementer, fx heuristiske r&sonnementer hvi-
lende pa intuition eller pa betragtning af specialtilfeelde, samt med selv at omforme
heuristiske reesonnementer til egentlige (gyldige) beviser.

Kommentar

Rasonnementskompetencen kommer bade i spil, nar det geelder om at overbevise
sig om reglers og pastandes rigtighed, og om at godtggre at svar pa spgrgsmal,
opgaver eller problemer er korrekte og fyldestggrende. Det geelder, hvad enten der
er tale om rent matematiske forhold eller om spgrgsmal i tilknytning til anvendelser.

Ved at knytte sig til retferdigggrelsen af svar og Igsninger, er r&esonnementskom-
petencen intimt forbundet med bade modelleringskompetencen og problembehand-
lingskompetencen. Den udggr sa at sige disses “juridiske” side.

I princippet kunne ogsa evnen til at gennemfgre rene rutineprocedurer, fx udreg-
ninger, siges ind under ra@sonnementskompetence, men med mindre disse enten
forudsetter opfindsomhed eller er komplekse og overblikskrevende, vil vi hen-
regne dem under den nedenfor omtalte symbol- og formalismekompetence.

Pa begyndertrinnet, og som overgangsperiode til en gradvist mere formel tilgang
ogsa pa mellemtrinnet, vil alle reesonnementer vere enten intuitive og uformelle
eller konkrete (fx baseret pa specifikke optellinger, udregninger eller tegninger).
Der er derfor ikke tale om bevisfgrelse i nogen streng betydning af dette begreb.

I forbindelse med de eksemplariske erfaringer med matematisk bevisfgrelse pa
afsluttende trin er det vigtigt at minde om, at matematiske beviser ikke pr. ngd-
vendighed henger sammen med eksplicit formulerede s@tninger og aksiomatiske
systemer.

Eksemplificering

Stgrstedelen af eksemplerne pa lukkede problemer vil kunne genbruges her, hvis
man sztter fokus pd maden, udfordringen tages op pa. Her vil vi af pladshensyn
ngjes med nogle udfoldninger af sidanne tenkte reaktioner.

Til illustration af, hvad det pd begyndertrinnet kan indebare at kunne fplge og
forholde sig til et elementert matematisk resonnement, kan navnes:

E;: “Kasper og Marie bor henholdsvis 1,5 og 2 kilometer fra skolen, s ma de
bo 1,5 km + 2 km = 3,5 km fra hinanden.
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Ez:

E]I

Nej, det behgver de ikke. Det kunne jo vere, at de boede pa den samme lige
vej til skolen, og sa ville der kun veere 1/2 kilometer mellem dem.”

“I de her bakker med flgdeboller til 10 kr. er der 6 i hver. Vi har 60 kr., og vi
er 9, der skal dele, sa hvis vi skal have lige mange, bliver vi ngdt til mindst at
kgbe 3 bakker. En er for lidt, med 2 bakker bliver der 3 boller tilovers, men
med 3 bakker gar det op, og sé bliver der 2 figdeboller til hver.

: Ja, det har du ret i. Men vi har jo rad til at kgbe 6 bakker, sa ville vi fa

4 flgdeboller hver.”

Her er endnu et par eksempler pa, at det at kunne udgve en kompetences produk-
tive side pa et givet felt ikke er en forudsetning — ligesom det heller ikke er en
tilstreekkelig betingelse — for at kunne udgve den tilsvarende undersggende side af
kompetencen (selv om de to ting selvfglgelig langt fra er uathengige). E> ovenfor
er saledes tenkt som en elev pa begyndertrinnet, mens E; specielt i andet eksempel
foretager beregninger som de ferreste elever pa begyndertrinnet ville veere i stand
til at gennemfgre.

Pd mellemtrinnet kan det handle om at fglge og forholde sig til reesonnementer

SOom

E]I
E22
E12

Ez:

E12

Ez:

“Jeg tror at alle tal gér op i 60, for bade 1, 2, 3, 4, 5 og 6 ggr.
Nej da, 7 gar jo ikke op i 60.”
“Hvis arealet af et rektangel fordobles, sa fordobles omkredsen ogsa.

Nej, fordi et rektangel med arealet 3-2 = 6 har omkredsen 10, og hvis arealet
seettes lig 12, kan omkredsen fx vere lig 2- (34 4) = 14, og det er jo ikke
det dobbelte af 10.”

“Passer det, at nar man ganger et naturligt tal med et andet tal, bliver resul-
tatet altid stgrre end det oprindelige tal?

Nej, ikke hvis der fx ganges med % Det galder altsa for nogle tal, men ikke
altid.”

: “Hvis man laver en figur af kvadrater med sideleengden 1 bliver omkredsen

altid et lige tal.

: Ja, hvis du forudsatter, at kvadraterne ikke ligger forskudt op ad hinanden.

Hvilke tal kan man fa, hvis man tillader det?

: Tja, i hvert fald et ulige tal, hvis man ét sted lader to kvadrater ligge “halvt”

op ad hinanden.”
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Her

er et eksempel pd afsluttende trin, hvor det at fglge og forholde sig til reson-

nementer og selv at udtenke og gennemfpre dem sammenvaves:

E;

Ez:

Eli

Ez:

Eli

Ez:

: “Der er flere ulige tal end lige tal. For nar vi teller, starter vi jo med 1, som
er ulige, sa de ulige tal har altid et forspring pa 1.

Nej, for vi kan blive ved med at finde nye lige og ulige tal, s der ma vare
lige mange.

Det kan man da ikke bare sige, det kunne jo vere, man kunne finde flere nye
ulige end nye lige tal.

N4 ja, méske, men sa kan vi jo ogsa sige sadan her: Der er 5 ulige og 5 lige
tal blandt 1,2,...,10. Sd ma der da ogsa veare lige mange lige og ulige blandt
11,12,...,20, for vi har jo bare lagt 10 til, og sddan kan vi blive ved.

Det kgber jeg ikke, for hvad nu hvis vi startede med 1,2,...,11, hvor der er
6 ulige og 5 lige, og sa hele tiden lagde 11 til, dvs. 6 ulige og 5 lige, sa kan
du nok se at der er flere ulige end lige tal.

Nix, for nar du laegger 11 til, &ndrer du et lige tal til et ulige og omvendt,
s blandt 12,13,...,22 er der 6 lige og 5 ulige. Og sadan bliver det ved at
skifte. S& det, jeg siger, passer, fordi 10 ikke laver om pa lige og ulige, nér
det legges til.”

Lignende dialoger kan skitseres i forhold til r&esonnementer som

M Et sakaldt “klippebevis” for at vinkelsummen i en trekant er 180° ved at

klippe vinkelspidserne af en trekant og legge dem side mod side med spid-
serne mod samme punkt, hvorved der fremkommer en lige vinkel.

M At formulere en regel for beregning af omkredsen af en cirkel ved at méle

hhv. omkreds og diameter pd mange runde former og finde en tilnermet
veerdi for .

M At enhver trekant kan indtegnes i et rektangel séledes, at en side fglger en af

rektanglets sider, og den modstédende vinkelspids i trekanten rgrer den mod-
stdende side i rektanglet. Trekantens areal vil udggre halvdelen af rektanglets
areal, hvilket forklarer formlen for arealet af en trekant.

M At man kan finde arealet af et parallelogram ved at klippe en trekant af i den

ene ende og tilfgje den til den anden ende, for sa far man et rektangel, og der
er arealet jo bare de to sidelengder ganget sammen.

A At kunne afggre hvad det mindste antal flytninger er, nar man spiller “Tar-

nene i Hanoi”, ved at tage udgangspunkt i en optelling i simplere tilfelde,
hvor der spilles med feerre end de oprindelige syv ringe.
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I forbindelse med forventningen om eksemplariske erfaringer med matematisk be-
visfgrelse pa afsluttende trin, kan papegningen af, at matematiske beviser ikke
pr. ngdvendighed haenger sammen med eksplicit formulerede satninger og aksio-
matiske systemer, illustreres med fglgende bevis:

A “Nar jeg ved, at vinkelsummen i en trekant er 180°, sa kan jeg vise, at vin-
kelsummen i et rektangel er 360° ved at tegne en diagonal i rektanglet, hvor-
ved der fremkommer to trekanter, der tilsammen har vinkelsummen 2-180°.”

B.2.5 Reprasentationskompetence
Karakteristik

Gennem hele grundskolen bestar denne kompetence dels i at kunne forstd (dvs.
afkode, fortolke og skelne mellem) og betjene sig af forskellige slags repraesenta-
tioner af matematiske objekter, f&anomener, problemer eller situationer (herunder
symbolske, specielt algebraiske, visuelle, geometriske, grafiske, diagrammatiske,
tabelmassige eller verbale repraesentationer, men ogsa konkrete reprasentationer
ved materielle objekter), dels i at kunne forstd de indbyrdes forbindelser mellem
forskellige reprasentationsformer for det samme sagsforhold, dels i at kunne veelge
blandt og overseette imellem forskellige reprasentationsformer for et givet sagsfor-
hold, alt efter situation og formal.

Fra mellemtrinnet og frem udvides den forventede dekningsgrad gradvist til ogsa
at omfatte det at have kendskab til styrker og svagheder ved forskellige repraesen-
tationsformer for det samme sagsforhold, herunder informationstab og -tilvaekst.

Kommentar

Af sarlig betydning i matematik er symbolske reprasentationer. Pa begyndertrin-
net er der frem for alt tale om talsymboler og symboler for regneoperationerne,
lighedstegn osv. Derfor er der pa dette trin en neer forbindelse mellem denne kom-
petence og den efterfglgende symbol- og formalismekompetence, som bl.a. foku-
serer pa spillereglerne for omgangen med standardsymboler.

Eftersom det at repra@sentere matematiske sagsforhold er nart forbundet med at
kommunikere i, med og om matematik, er der ogsa sterke band til den senere
omtalte kommunikationskompetence.

Det indgér ogsa i denne kompetence at have blik for forskellen mellem standardre-
prasentationer, sdsom talsymboler, og reprasentationer som opfindes pa stedet til
at lette teenkning eller kommunikation.
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Eksemplificering

Til illustration af denne kompetence er der sarlig grund til at pege pa mange for-
skellige repraesentationsformer for naturlige tal:

Ikonisk vha. prikker eller klodser af ens form og stgrrelse, cuisenairestenger,
centicubes, kuglerammer osv.
Symbolsk vha. “vores” hindu-arabiske notation, romertal, kileskrift osv.

LT3

Verbalt vha. udtryk som “otte”, “trehundredeogsyv” osv.

Af serlig betydning pé begyndertrinnet er @kvivalensen mellem forskellige sé-
danne talrepraesentationer, nér det galder entydighed, og forskellene mellem dem
nér det gelder handterbarhed. Fremstillingen af tallet O i de forskellige repraesen-
tationer giver anledning til s@rlige betragtninger.

Ogsa forskellige repraesentationer af regneoperationerne +, —, - og : (her skrevet
med deres danske tegn!) og regneopstillinger hgrer hjemme i denne forbindelse.
Det samme gelder det 20-talsystem som ligger til grund for de danske talnavne
(halvfjerds stér for “halvfjerde” (dvs. 4 — 1/2 = 3,5) “sinde” (dvs. gange) tyve).

I den geometriske verden kan man tenke pa forskellige repraesentationer af et lin-
jestykke, fx

* en tynd treestav.

* en snor stramt udspendt mellem to plgkke.

* en rystet frihdndstegning pa papir.

* en sirlig tegning med lineal og arkitektblyant pa papir.

* en kridtstreg pa en tavle.

* en punktmzaengde pa en computerskaerm.

Man kan ogsé teenke pa en plan firkant, eksempelvis reprasenteret ved

* en tegning.
* en fysisk firkant samlet af fire stenger med led.

* en stiliseret ikon, hvis man blot har brug for at referere til begrebet firkant til
forskel fra fx tre- eller femkant.
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Pa tilsvarende vis kan det handle om forskellen mellem en tegnet cirkel i en bog og
én, som fremstar ved tegning pa tavlen med en snor og et stykke kridt.

Pa mellemtrinnet kan det at forstd og betjene sig af forskellige repreesentationsfor-
mer eksemplificeres saledes:

E;: “Jeg forstar ikke, at 25% er det samme som andelen 0,25 og brgkdelen 1/4.”

E,: “Jo, teenk pa penge. 25% er det samme som 25 gre ud af hver 100 gre. Det
skriver man som 0,25 kr., og det passer ogsa med, at der skal fire 25-grer til
en krone, altsa 1/4 krone.”

M Opgaven om antal bedstemgdre, som indgik i eksemplificeringen af pro-
blembehandlingskompetence, lgses ved at atkode procentsatserne reprasen-
teret i et 10 x 10 rudenet.

M Pa baggrund af oplysninger om kiloprisen for en vare at tegne en graf i et
koordinatsystem, hvor prisen pé et vilkéarligt antal kilo kan afleses.

Hvad angér det at kunne veelge blandt og overscette imellem forskellige repreesen-
tationsformer, vil vi nevne fglgende:

B “Gammeldags™ viserure, med hindu-arabiske tal eller romertal, eller helt
uden tal, og digitalure leverer a&kvivalente reprasentationer af klokkeslet-
tet. Det samme er tilfeldet med 12-timers eller 24-timers navngivning af
klokkeslettet, altsa 9.30 pm som det samme som 21.30.

M Beskrive resultaterne fra en undersggelse af, hvordan bgrn anvender deres
fritid, i forskellige diagrammer eller i tabelform.

M Finde hvor mange forskellige flag, der kan fremstilles med fire farver, nar
der pé flaget skal vaere én stor stjerne i en farve forskellig fra baggrunden,
og beskrive lgsningen i form af et telletre, ved at tegne flagene eller som
4.-3=12.

A Velge mellem regneforskrift, tabel, graf og hverdagssproglig reprasentation
for en funktionel sammenhang alt athaengig af situation og modtager.

B.2.6 Symbol- og formalismekompetence
Karakteristik

Gennem hele grundskolen bestar denne kompetence dels i at kunne afkode symbol-
og formelsprog, i at kunne oversette frem og tilbage mellem symbolholdigt mate-
matisk sprog og naturligt sprog, og i at kunne behandle og betjene sig af symbol-
holdige udsagn og udtryk.
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Fra mellemtrinnet og frem udvides den forventede dekningsgrad ved, at de sym-
bolholdige udsagn, eleverne skal kunne behandle og betjene sig af, fordres at in-
kludere formler.

Pa afsluttende trin udvides dekningsgraden yderligere ved ogsa at inkludere det
at have kendskab til karakteren af, og “spillereglerne” for, formelle matematiske
systemer.

Kommentar

Denne kompetence adskiller sig pa begyndertrinnet fra den ovennavnte repre-
sentationskompetence, som den ellers er nart forbundet med, ved at fokusere pa
symbolernes karakter, status og betydning, og pa reglerne for omgang med dem. I
sammenhang med den elementere matematik angar symbol- og formalismekom-
petencen frem for alt omgangen med standardsymboler og navne i tilknytning til
stgrrelser, tal og regning, og tilknytning til grundleeggende begreber fra plan og
rum.

Eksemplificering

Eksempler til illustration af denne kompetence byder sig nasten automatisk til.
Med hensyn til det at afkode symbol- og formelsprog kan det dreje sig om at forsta

at 406 star for fire hundreder, ingen tiere og 6 enere.

at 4 < 7 er et udsagn som skal leses “4 er mindre end 7.

B
B
B at = kaldes et lighedstegn.
B at 1m =100 cm.

B

at man ikke skriver 0406 i sammenh&ng med regning, men nok i fx et per-
sonnummer eller i en dato.

M at nér vi skriver tal som 34% og 5%, mener vi 3+ Alf og 5+ % Men nar vi
1

skriver 3a og 5b, mener vi 3-a og 5 - b. Det betyder, at hvis vi setter a =
ogb= 17—1 fﬁrvi3-%og5-%istedetf0r3% ogS%.

M at man ikke har lov til at skrive 64 (5), 6 : 0 eller 6 — —3.

M at ved forskellig placering af parenteser giver regnestykket 15 — 5+ 3 for-
skellige resultater.

M at5-(3+4) ikke er det samme som 5-3+4, at 12427 =27+120g 12-27 =
27-12,at34 (4+5) = (3+4)+5.
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A ...og at det ikke afth@nger af de konkrete tal.

A “(a+b)(a—Db) = a® — b?, siger du, men hvorfor er der kun to led, der skulle
da blive fire?”

“Ja, men leddene ab og ba er lige store, fordi reekkefglgen er ligegyldig,
nar man ganger tal med hinanden. I udregningen af parenteserne bliver de
derfor O tilsammen, fordi de har hver sit fortegn, og vi kan derfor reducere
udregningen ved at lade vaere med at skrive disse to led.”

Som eksempler pa det at oversette frem og tilbage mellem symbolholdigt matema-
tisk sprog og naturligt sprog kan n@vnes:

B “Skriv et regnestykke som viser, at hvis du har 3 blyanter, og din sidemand
har 2 blyanter, si har [ fem blyanter tilsammen.”

M “Opskriv en ligning som udtrykker, at Per er 5 &r @ldre end Niels.”

M “Hyvis A drikker zlt og B drikker % afen l% liter cola, hvor stor en procentdel
af colaen har de sd faet hver? Skriv hvor meget du synes, de skulle have
hver.”

A “Hvis D star for antal drenge i en klasse, og P for antal piger, hvad betyder
detsdatP=D?D=57P=D—-27

A “Arne, Bent og Curt har en tipsklub, hvor de deler gevinster efter deres ind-
sats. Af en gevinst far Arne halvdelen, Bent en fjerdedel, og Curt en sjettedel
— mens de bestemmer at give resten pa 2500 kr. til Rgde Kors. Hvor stor er
gevinsten?”

A “To biler A og B holder ved den samme vej. De sa@tter begge igang samtidig
og kgrer i samme retning, A med 80 km/time, B med 60 km/time. Hvor
lenge er A bag B, hvis A fra starten holdt 5 km leengere nede ad vejen?”

A “En rektanguler indhegning skal laves, sd den bestar af to dele adskilt af et
hegn. Hvor stort et stykke jord kan man indhegne med et givet antal meter
hegn til radighed?”

A “Fem venner vil starte en cykelklub. For at gge medlemstallet vedtages det,
at alle medlemmer hvert kvartal skal hverve tre nye medlemmer, indtil man
er ndet op pa 1000 i alt, hvorefter der oprettes venteliste. Karakterisér udvik-
lingen i medlemstallet.”

Hvad angér det at behandle og betjene sig af symbolholdige udsagn og udtryk vil
vi nevne fglgende eksempler:
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M At kunne udtrykke et forhold mellem A og C, hvis man om tre personers

alder ved, at A < B < C.
At kunne anvende formlerne for omkreds og areal af en cirkel.

“Antag, at 14-arige Marie er med i en gruppe pa 10 bgrn med gennemsnitsal-
deren 13 ar. Hvis Marie forlod gruppen og erstattedes af et andet barn, hvor
meget kunne gennemsnitsalderen da blive @ndret?”

Med symbol- og formalismekompetence pa dette trin kunne svaret gives ved
at konstatere, at summen af bgrnenes aldre er 130 ar. Hvis Marie forlader
gruppen og erstattes af et barn pa x ar, er summen af aldrene (116 + x) ar.
Dermed er gennemsnitsalderen 11,6+ /0. Eftersom et barn har alderen 0 <
x < 18, kan gennemsnitsalderen ende hvor som helst i intervallet fra 11,6 til
13,4 ar, men ikke udenfor.

Nar man kgber en vare til prisen K med rabat r%, er det underordnet, om
man betaler moms (m%) fgrst og derefter far rabat, eller om man far rabat
forst og derefter betaler moms. Det skyldes, at [K (14 125)] (1—155) =
[K (l 100)] (l + 100), som bade benytter sig af den associative og den
kommutative lov for multiplikation.

Hvis momsen pd en vare udggr m%, udggr momsen g5 - 100% af varens
salgspris. Er nemlig prlsen for moms K, koster varen med moms K (1 + m).

Heraf udggr momsen K - 1555, dvs. brgkdelen

K- 150 __m
K(1+45) 100+m

Med andre ord udggr momsen 155 7 - 100% af udsalgsprisen. Med den ak-
tuelle momsprocent (25%) i Danmark, fas det velkendte resultat, at momsen
udggr 2 125 - 100 = 20% af udsalgsprisen.

I forhold til det at have kendskab til karakteren af og “spillereglerne” for formelle
matematiske systemer kan vi nevne:

A En undersggelse af hvilke konsekvenser det far for en rekke velkendte for-

hold, hvis man gar ind og “piller” ved nogle af de definerende treek ved et for-
melt system. Med udgangspunkt i plangeometri kan det handle om “Taxage-
ometri”, hvor den grundleeggende regel er, at man kun mé bevage sig rundt i
planen, svarende til linjerne (“vejene”) pa ternet papir. Hvilke konsekvenser
far det fx for

— begrebet “l&engde”?
— begrebet “cirkel”?

— antallet af kortest mulige veje mellem to punkter?
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B.2.7 Kommunikationskompetence
Karakteristik

Gennem hele grundskolen bestar denne kompetence dels i at kunne sette sig ind i
og fortolke andres matematikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle udsagn og
“tekster”, dels i at kunne udtrykke sig om matematikholdige anliggender, skriftligt,
mundtligt eller visuelt over for forskellige kategorier af modtagere.

Fra mellemtrinnet og frem fordres herudover, at elevernes evne til at kunne ud-
trykke sig om matematikholdige anliggender indbefatter det at kunne ggre det pa
forskellige mader og pa forskellige niveauer af teoretisk eller teknisk preecision.

Kommentar

Eftersom al skriftlig, mundtlig eller visuel kommunikation i og med matematik
ma betjene sig af diverse repraesentationsformer, er der et nart slegtskab med den
ovenfor omtalte repraesentationskompetence. Oftest vil en sdidan kommunikation
ogsa betjene sig af matematiske symboler og termer, hvilket understreger forbin-
delsen til symbol- og formalismekompetencen. Kommunikation om matematik,
derimod, behgver ikke ngdvendigvis at betjene sig af specifikke matematiske re-
prasentationsformer.

Eksemplificering

Nesten alle de eksempler, som tidligere er givet til illustration af de gvrige kompe-
tencer, kan ogsa tjene til at eksemplificere kommunikationskompetence i og med
matematik. Andre (tenkte) eksempler kunne vere:

B En elev, der viser en kammerat, hvordan hun har fundet ud af, at man ikke
kan dele en plade chokolade med 3 -5 stykker blandt 4 bgrn, sa alle far lige
meget: “Her har jeg tegnet pladen med 3 -5 ens stykker. Nar der er fem
reekker, ma hver skulle have mere end ét stykke. Derfor prgver jeg med to
stykker til hver. Fgrst skraverer jeg 4 stykker og sa 4 til, men sa er der jo 1, 2,
3,4,5, 6,7 tilbage. Det er mere end 4, sa alle kan fa et stykke til. Sa derfor
skraverer jeg 4 til, men sé er der 3 tilbage, og det er for lidt, til at alle kan fa
et stykke til. Sa derfor siger jeg, at vi ikke alle fire kan fa lige mange stykker,
uden at der bliver noget tilovers.”

M En elev, der vil vise lereren, hvordan han fandt frem til, at 1 +2+3+... +
10 = 55: “Fgrst lagde jeg de tre fgrste tal sammen. Det giver 6. S& de tre
naste, det giver 15. Nu har jeg i alt 21. De sidste tager jeg to og to, 748 = 15,
9410 = 19. Det vil sige i alt 21 4+ 15+ 19. Det regnede jeg ud til 55. Men
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s sagde Marie, at hun havde gjort det pa en anden made. Hun fik ogsa 55.
Hun tog f@rst 1 og 10. Det giver 11, sd 2 og 9, det giver ogsa 11. Sa tog hun
3 0g8,40g7,de giver ogsa 11, to gange. Til sidst var der kun 5 og 6 tilbage,
og de giver ogsa 11. P4 den made fik hun 5 11-taller. Det er jo 5 tiere, altsa
50 og fem enere. Sa det blive 55 til sammen. Jeg ved ikke, hvilken made der
er bedst. Jeg regnede det jo bare ud, man skulle ikke tenke sd meget, men
Marie blev jo ngdt til at teenke fgrst, og det er vel mere besverligt, ikke?
Hvem siger, at der altid er en smart made at ggre det pa?”

Ogsa evnen til at fremseatte betragtninger over matematikkens natur er udtryk for
kommunikationskompetence, fx:

M “Hvordan kan det vere, at man mange gange kan fa det rigtige resultat pa
helt forskellige mader?”

A “Det er merkeligt med matematik. Tit tror man, at man har regnet rigtigt,
men sd har de andre faet et andet resultat. Sa leder vi efter fejlen for at se,
hvem der har ret, og nar vi har fundet den, er vi pludselig enige om, hvordan
det skal vere. Andre gange har vi alle sammen ret, men resultaterne blev
forskellige, fordi vi selv skulle valge nogle ting 1 opgaven.”

I forhold til det at udtrykke sig over for forskellige kategorier af modtagere, kan
det at afpasse sin reaktion pa en given udfordring efter, hvem modtageren er, tjene
som eksempel. Med det fglgende som udgangspunkt, udfordres bade kommunika-
tionskompetencens “undersggende” og “produktive” side, jf. afsnit 4.4.2 (side 63).

“[...] Jeg star her med en udskrift fra en kilde!, [...] som ministe-
ren selv har udgivet. [...] Og med hensyn til, hvem der kommer pa
bibliotekerne, og hvem der ikke kommer, er der en tabel 18 med en
gruppe delt ind efter alder, og dér star, at 39 pct. af den mandlige
del af befolkningen aldrig kommer pa bibliotekerne, og at 30 pct. af
den kvindelige del af befolkningen, altsa fordelt gennemsnitligt over
alder, aldrig kommer der. Og nar jeg leegger mand og kvinder sam-
men — det skal man vere lidt forsigtig med, men pa det her om-
rade tgr jeg godt — sa giver 39 pct. af m@ndene og 30 pct. af kvin-
derne befolkningen tilsammen, og det ma vare 69 pct. Tager jeg fejl?”
(www.folketinget.dk; 16. november 1999, lovforslag 78, 1. behand-
ling, tale 20.)

IKulturministeriet (1999): Kulturpengene 1999, Kulturministeriet.
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Tabel 18: Andelen af af meend og kvinder i forskellige
aldersgrupper, der kom pa folkebibliotekerne 1998.

Mindst en gang Mindst en gang Aldrig
om maneden om aret
Pct. M K M K M K
16-19 ar 40 64 40 20 9 12
20-29 ér 35 45 26 24 30 30
30-39 ar 24 46 23 33 43 16
40-49 ar 30 40 25 28 35 27
50-59 ar 18 41 23 28 51 26
60-66 ar 27 22 25 19 38 44
67-74 ar 35 30 35 23 30 42
75 ar- 17 27 4 7 79 59
Alle 27 40 25 25 39 30

Kilde: SFI, Kultur og fritidsaktivitetsundersggelsen 1998.

M “Ga sammen to og to, og diskutér argumentet ovenfor. Lad for eksempel den

9 9

ene af jer veere ‘forsvarer’ og den anden ‘anklager’.

A “Skriv et leeserbrev hvor I svarer pa spgrgsmaélet i citatet ovenfor, som stam-
mer fra en debat i folketinget om folkebibliotekerne.”

B.2.8 Hj®lpemiddelkompetence
Karakteristik

Gennem hele grundskolen bestar denne kompetence dels i at have kendskab til
eksistensen og egenskaberne ved diverse former for relevante redskaber til brug
for matematisk virksomhed, og have indblik i1 deres muligheder i forskellige slags
situationer, dels i at vaere i stand til pa reflekteret vis at betjene sig af sadanne
hjelpemidler.

Fra mellemtrinnet og frem udvides karakteristikken til udover at fordre kendskab
til diverse relevante redskabers muligheder ogsa at indbefatte kendskab til disse
redskabers begreensninger.

Kommentar

Da det er centralt for alle hjelpemidler for matematisk virksomhed, at de involverer
en eller flere typer af matematisk reprasentation, oftest i en s&rligt udviklet form,
er hjelpemiddelkompetencen i slegt med reprasentationskompetencen. Da brugen
af hjelpemidler ogsa ofte er underlagt ret bestemte regler, og hviler pa bestemte
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matematiske foruds@tninger, er hjelpemiddelkompetencen tillige forbundet med
symbol- og formalismekompetencen.

Pa begyndertrinnet udggres hjelpemidlerne ikke mindst af konkrete materialer
(inkl. skriveredskaber), men ogsd omgangen med simple udgaver af it tilpasset
alders- og undervisningstrinnet indgar selvfglgelig her.

Eksemplificering

Det ligger n@®rmest i sagens natur, at der her kan vare tale om kompetence til
teenksomt at omgas et bredt spektrum af konkrete materialer til stgtte for begrebs-
dannelse, undersggelse af sammenha@nge og mgnstre, efterprgvelse af hypoteser,
indgvelse af rutiner osv. Geoboards, centicubes, diverse klods-, brik-, eller stang-
systemer, kuglerammer, geometriske skabeloner, spirografer, linealer, passere, vin-
kelmaélere, terninger, sarligt indstreget papir, karton til foldning eller udskering
m.v. hgrer alle hjemme i denne sammenhang.

Vi kan fx forestille os

* elever, der reprasenterer hele tal og lgser additionsopgaver ved hjalp af cen-
ticubes.

* elever, som med en passer tegner to cirkler med samme radius, den ene med
centrum i den andens periferi, forbinder cirklernes centre og skaringspunk-
terne med centrene og maler de fremkomne linjestykker med en lineal, med
henblik pa at finde mgnstre og foresla regler.

* elever, der vha. it-software af typen LOGO kan diktere instruktioner til hin-
anden og pa den made skabe figurer og mgnstre, som kan diskuteres og un-
dersgges.

* en larer, der bruger demonstrationssoftware (fx Geometricks, Geometer’s
Sketchpad og andet) for at vise dynamisk geometrisk visualisering, fx af
hvordan en hangslet firkant med faste sider kan omformes ved at “treekke”
eller “skubbe” i siderne.

* elever, der undersgger sammenhange mellem de indgdende stgrrelser i for-
skellige areal- og rumfangsformler ved at “treekke” eller “skubbe” i hjgr-
nerne pa figuren vha. et geometriprogram.

* elever, der bruger lommeregnere eller regneark til at undersgge hypoteser om
tal: “Hvad kan man sige om et tal, der fremgar af et andet ved multiplikation
med fx 57”.

* elever, der — som led i at udvikle kendskab til hjelpemidlers muligheder og
begransninger — vurderer resultatet af en regneoperation udfgrt pa lomme-
regner, og begynder at reflektere over fordele og ulemper ved at anvende
forskellige programtyper.
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B.3 Opverblik og dosmmekraft vedrgrende matematik som
fagomrade i grundskolen

Ordene “overblik” og “dgmmekraft” skal selvsagt forstas relativt til grundskole-
elevers livsverden. For alle tre formers vedkommende tenkes der desuden fgrst og
fremmest pa kendskab og erfaringer erhvervet i intim forbindelse med opbygnin-
gen af de ovenfor behandlede kompetencer. Jo tidligere i grundskoleforlgbet, man
befinder sig, jo mere intim vil forbindelsen vare, og jo mindre mening vil det i
praksis give at udskille udvikling af de forskellige former for overblik og dgmme-
kraft som selvstendige l@ringsmal.

Ikke desto mindre er det som tidligere nevnt en central bestrebelse for dette pro-
jekt at bidrage til at mindske problemer med utilstrekkelig sammenha@ng mellem
de forskellige niveauer og trin i matematikundervisningen. I den forbindelse er det
— ikke mindst i forhold til uddannelser, som skal indga i symbiose med andre ud-
dannelser — afggrende at undgé, at undervisningens “toning” skifter s markant fra
et niveau til et andet, at man ikke kan genkende det som malet med den samme
“palet”. En sadan situation fremprovokeres let, hvis der undervejs i en udvikling
pludselig bringes helt nye “grundfarver” i spil. S& er det bedre fra starten at have
alle “grundfarverne” med pa “paletten”, og blot vaere bevidst om, at nogle af far-
verne til en start mest er med netop for fuldkommenhedens skyld og derfor skal
bruges med varsomhed.

Nar vi vaelger at fastholde de forskellige former for overblik og dgmmekraft i ka-
rakteristikken af grundskolens matematikundervisning, er det séledes primart for
at fastholde lzreren og andre medtilretteleeggeres opmarksomhed pa, at det pa
alle niveauer og trin ggr en forskel, om de perspektiver pd matematik, som der
her er tale om, ggres til genstand for udtrykkelig behandling, refleksion og artiku-
lation, ndr lejligheden byder sig. Sddanne metafaglige diskussioner er velegnede
som trening i at kunne “have sig op over” de mange konkrete erfaringer, man ggr
sig undervejs i undervisningen, og en sadan generel evne til at kunne operere pa
flere vidensniveauer er en forudsatning for ad are at udvikle bevidst og artikuleret
overblik og dgmmekraft som dem vi her beskaftiger os med, jf. kommentarerne i
afsnit 4.5 (side 66).

Netop fordi der udelukkende er tale om toninger pa arbejdet med udviklingen af de
otte kompetencer, mener vi, det vil vaere misvisende at forsgge at eksemplificere
arbejdet med de tre former for overblik og dgmmekraft vha. aktiviteter, som kunne
tenkes at eksistere i deres egen ret. Den taette forbindelse med kompetenceudvik-
lingen mener vi bedre kommer frem ved at se pa alle eksemplerne navnt under
hver kompetence i lyset af de generelle spgrgsmal, som bruges til at eksemplificere
tanken med hver af de tre former for overblik og dgmmekraft i afsnit 4.5.

Séaledes kan utallige eksempler genereres ved for hver gruppe af kompetenceek-
sempler at stille sig selv spgrgsmalet: “Er nogle af disse eksempler — eller omfor-
muleringer heraf — velegnede som erfaringsgrundlag for at kunne diskutere nogle



224 Grundskolen

af spgrgsmalene i afsnit 4.5 eller forlengelser heraf, og er her og nu et passende
tidspunkt for en saddan diskussion?”

B.3.1 Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisom-
rader

Karakteristik

Gennem hele grundskolen er genstanden for denne form for overblik og dgmme-
kraft den faktiske anvendelse af matematik til udenomsmatematiske formal inden
for omrader af dagligdags betydning. Denne anvendelse kommer i stand og til ud-
tryk gennem bygningen og udnyttelsen af matematiske modeller.

Fra mellemtrinnet og frem bgr den faktiske anvendelse af matematik til uden-
omsmatematiske formal inden for omrader af samfundsmcessig eller videnskabe-
lig betydning med gradvist stgrre vaegt supplere de dagligdags anvendelser som
genstandsfelt.

Kommentar

Pa begyndertrinnet bestar dette punkt i, at eleverne erhverver et fgrste kendskab til
og begyndende erfaringer med den faktiske anvendelse af elementer matematik i
det n@re dagligliv, i hjemmet, blandt kammerater, i fritidslivet og i familiegkonomi.
Fokus vil vere pa spgrgsmalet om, hvad matematik bruges til i disse sfaerer.

B.3.2 Matematikkens historiske udvikling, savel internt som i sam-
fundsmaessig belysning

Karakteristik

Gennem hele grundskolen er genstanden for denne form for overblik og dgmme-
kraft det forhold, at matematikken har udviklet sig i tid og rum, i kultur og samfund.

Pa begynder- og mellemtrinnet forventes det ikke, at der arbejdes eksplicit med
udviklingen af denne form for overblik og dgmmekraft.

Pa afsluttende trin forventes arbejdet ekspliciteret gennem eksemplarisk velvalgte
anekdotiske nedslag i matematikkens historie i tilknytning til de indholdselemen-
ter, som i gvrigt er pa banen.

Kommentar

Det er vigtigt at forsgge at leegge et historisk perspektiv pa velvalgte dele af det
faglige stof, man beskeftiger sig med, og ikke (kun) arbejde med de historiske
sider af faget i selvstendige velafgreensede forlgb.
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B.3.3 Matematikkens karakter som fagomrade
Karakteristik

Som fagomréade har matematikken sine egne karakteristika. Det er disse karakteris-
tika, der gennem hele grundskolen er genstand for den foreliggende type overblik
og dgmmekraft. Nogle karakteristika har matematikken tilfaelles med andre fag-
omrader, andre er den ret alene om.

Pa begynder- og mellemtrinnet forventes det ikke, at der arbejdes eksplicit med
udviklingen af denne form for overblik og dgmmekraft.

Pa afsluttende trin forventes arbejdet ekspliciteret gennem diskussioner i tilknyt-
ning til beskeftigelsen med relevante indholdselementer.

Kommentar

At vi legger op til, at det eksplicitte arbejde med denne form for overblik og
dgmmekraft primert finder sted pa afsluttende trin, henger sammen med, at de
relevante indholdselementer, som diskussionerne kan knyttes an til, naturligt har
tyngde pa afsluttende trin, jf. grundskolekarakteristikken af r&sonnementskompe-
tence pa side 209 og af symbol- og formalismekompetence pa side 215.
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C Voksenuddannelser pa
grundskoleniveau: AVU og FVU

C.1 Generelle kommentarer

C.1.1 Generelt om voksenuddannelser

Voksenuddannelser konstituerer et afggrende traek ved det danske uddannelsessy-
stem. Voksenuddannelser er dels de almene FVU, AVU og hf, dels de erhvervs-
rettede AMU og GVU, Grunduddannelse for Voksne. I alle voksenuddannelser
indgar der matematik i forskellige varianter. For voksenuddannelserne er KOM-
projektets intention central. Et falles sprog om kompetencer kan ggre det lettere
for udbyderne af uddannelse at kommunikere og tilpasse sig hinanden horisontalt
og vertikalt, og dermed lette deltagernes overgange internt i uddannelsessystemet,
og deres indgange og udgange i uddannelse.

Omradet er stort, og her behandler vi alene almene voksenuddannelser. De almene
uddannelser for voksne @kvivalerer folkeskole og ungdomsuddannelser og er for-
muleret og tilrettelagt for voksne. Ydermere har vi indskraenket os, s vi ikke her
behandler gymnasiale uddannelser for voksne, men koncentrerer os om kompeten-
cebeskrivelse af de to almene voksenuddannelser, FVU, Forberedende voksenun-
dervisning og AVU, Almen voksenuddannelse.

Vi ser ikke pa erhvervs- og arbejdsmarkedsuddannelser for voksne i GVU og
AMU, selv om matematik og matematiske kompetencer spiller en vasentlig rolle
her. Beskrivelser heraf er en relevant og omfattende opgave, som bgr varetages
efterfglgende, og som blandt andet kan bygge pa metoder og resultater fra pro-
jekt FAGMAT. GVU er ikke en ny uddannelse, men en ramme hvori tidligere
uddannelse og erhvervserfaring suppleret med bl.a. erhvervsuddannelseselemen-
ter og AMU-uddannelser kan stykkes sammen til en formel faglig kompetence.
GVU tager udgangspunkt i den enkelte kortuddannedes forudgaende erfaringer og
kvalifikationer, og for at begynde pa en GVU skal man igennem en kompetence-
vurdering, fx pé en erhvervsskole eller et AMU-center. Kompetencevurderingen
skal dels vurdere de kurser, den enkelte har varet pa, dels vurdere den reelle kom-
petence, der er opnaet gennem erhvervsarbejde. Nar kompetencevurderingen har
fundet sted, laves en uddannelsesplan. Inden for uddannelsesplanens gyldighed pa
seks ar skal den kortuddannede sé tage de AMU-uddannelser, erhvervsuddannel-

227



228 Voksenuddannelser pa grundskoleniveau: AVU og FVU

seselementer m.v., som skolen vurderer, vedkommende mangler for at kunne ga til
svendeprgve.

C.1.2 Generelle kommentarer om forberedende voksenundervis-
ning: FVU-matematik og om almen voksenuddannelse: AVU-
matematik

Béde FVU og AVU er almene voksenuddannelser, hvor undervisningen ikke peger
frem mod et bestemt erhverv eller fagomrade.

FVU: Formalet med forberedende voksenundervisning er at give voksne mulighed
for at forbedre og supplere deres grundleggende ferdigheder i leesning, stavning
og skriftlig fremstilling samt talforstaelse, regning og basale matematiske begre-
ber med henblik pa videre uddannelse samt at styrke voksnes forudsatninger for
aktiv medvirken i alle sider af samfundslivet. Undervisningen i FVU har p.t. to
fag, FVU-l@sning og FVU-matematik. FVU-lasning startede den 1. januar 2001,
FVU-matematik startede 1. august 2001.

Undervisningen kan varetages af flere typer institutioner, sdsom VUC, AMU, dag-
hgjskoler, oplysningsforbund, SOSU-skoler. Undervisningen kan gennemfgres pa
uddannelsesinstitutioner, men ogsa pa offentlige og private virksomheder, i fore-
ninger og faglige organisationer. Undervisning der gennemfgres lokalt, kan forbe-
holdes en bestemt kreds af deltagere. Ved afslutning af undervisningen pa hvert trin
tilbydes skriftlig prgve, som udformes specifikt til FVU-matematik. De gverste af
FVU’s uddannelsestrin overlapper til dels AVU’s trin 1 og har erstattet basisunder-
visningen i Dansk og Matematik.

AVU: Almen voksenuddannelse er et tilbud til voksne over 18 ar om at forbedre
deres kundskaber i en rekke almene fag. AVU varetages af Voksenuddannelses-
centre, VUC. AVU-matematik er et af de seks/syv kernefag, som ethvert VUC skal
udbyde. Herudover kan centeret udbyde en raekke tilbudsfag. Fagene kan afsluttes
med prgver, der giver samme ret til fortsat uddannelse som folkeskolens prgver
efter 9. og 10. klasse.

FVU trindeling: FVU-matematik er delt op i to trin, trin 1 og trin 2. Slutniveauet
pa trin 2 akvivalerer pa visse omradder AVU-trin 1’s afgangsprgve.

AVU trindeling: FVU-matematik er delt op i to trin, trin 1 og trin 2. Slutniveauet
pa trin 2 &kvivalerer slutniveauet pa folkeskolens 10. klasse.

FVU-matematik: Formalet med undervisningen i FVU-matematik er, ifglge fagbe-
skrivelsen, at sikre deltagerne mulighed for at afklare, forbedre og supplere deres
funktionelle regne- og matematikfaerdigheder. Undervisningen skal give deltagerne
ggede muligheder for at kunne overskue, behandle og producere matematikholdige
informationer og materialer. Undervisningen foregar med henblik pa videre uddan-
nelse, samt styrkelse af voksnes foruds@tninger for aktiv medvirken i alle sider af
samfundslivet. Med aktiv medvirken i alle sider af samfundslivet menes bade pa
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arbejdsmarkedet, som borger i et demokratisk samfund, og ved personlig organise-
ring af hverdagen.

Begrebet numeralitet som hverdagskompetence indgér i fagets formal og mal, og
angiver saledes den intenderede retning for undervisningen. Dermed er det cen-
tralt i fagbeskrivelse og undervisningsvejledning. Numeralitet defineres som funk-
tionelle matematikfeerdigheder og -forstaelser, som alle mennesker principielt har
brug for at have, og som @ndrer sig med tid og sted, samfundsudvikling og tekno-
logisk udvikling (jf. Lindenskov & Wedege; 1999).

Ligesom i AVU er begrebet numeralitet med i undervisningsvejledningen; dels som
varktgj i tilretteleggelse, dels som varktgj til at karakterisere hverdagens matema-
tik med dens medier, intentioner, kontekster og begreber.

AVU-matematik: Formalet med undervisningen i AVU-matematik er ifglge fagbe-
skrivelsen at sikre kursisten mulighed for at tilegne sig viden og ferdigheder for
at kunne forsta og aktivt anvende matematik i sdvel private som arbejds- og sam-
fundsmessige sammenhange. Undervisningen skal give kursisten mulighed for at
opna sikkerhed i at overskue, analysere, beskrive og behandle autentiske data, in-
formationer og problemstillinger af matematisk art.

De voksne deltagere skal have “mulighed for at opné savel demokratisk som per-
sonlig og videreuddannelsesmassig kompetence.” Undervisningen tager, ifglge un-
dervisningsvejledningen, udgangspunkt i problemstillinger, kursisterne kan mgde i
dagligdagen. En matematisk disciplins praktiske anvendelse prioriteres hgjere end
disciplinens teoretiske grundlag.

Ligesom i FVU er begrebet numeralitet med i undervisningsvejledningen: dels som
vaerktdj i tilretteleggelse, dels som varktgj til at karakterisere hverdagens matema-
tik med dens medier, intentioner, kontekster og begreber. Men altsa ikke som maél
for undervisningen.

FVU-AVU: FVU-matematik og AVU-matematik adskiller sig fra hinanden med
hensyn til, hvilke institutioner der varetager dem, og ved at begrebet numeralitet
indgar i formal og mal for FVU-matematik, men altsé ikke for AVU-matematik.
Nar formal og mal for FVU-matematik er ekstern funktionalitet, ikke intern brug af
operationer og begreber til behandling af interne matematiske problemstillinger, sa
giver det en s@rlig veegtning og konkretisering af de otte matematiske kompetencer.
Desuden vil man i FVU-matematik se de otte kompetencer i sammenha&ng med
hverdagskompetencen numeralitet, og de vil blive integreret heri. Det kan saledes
minde om uddannelser, hvor matematik er hjelpefag.

Som det vil fremga af det fglgende, kan kompetencebegrebet med de otte mate-
matikkompetencer anvendes pa FVU-matematik og AVU-matematik som beskri-
velsesmodel for dele af indholdet og af deltagernes udbytte. Undervisningen giver
deltagerne mulighed for at oparbejde og bruge en bred vifte af de otte matematik-
kompetencer, og der er en progression i forlgbet, bl.a. gennem flere dbne problem-
stillinger og selvvalgte emner.
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C.2 Matematiske kompetencer i FVU- og AVU-
matematik

C.2.1 Tankegangskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestar pa disse trin for det fgrste i at veere kiar over hvilke
slags spgrgsmaél, som er karakteristiske for matematik, selv at kunne stille sadanne
spgrgsmdl, og i at have blik for hvilke typer af svar, som kan forventes. Den be-
star ogsa i at kende og hdandtere givne matematiske begrebers reekkevidde og be-
grensning. Endelig bestar den ogsa i at kunne skelne mellem forskellige slags ma-
tematiske udsagn. Kompetencen indeholder derimod ikke selve behandlingen af
spgrgsmal.

Kommentar

FVU: Matematisk tankegang er en ingrediens i FVU-matematik. Is@er mht. det at
leegge merke til hvilke matematikspgrgsmal, der er karakteristiske i matematikun-
dervisning og i hverdagen, selv at deltage i at stille sddanne spgrgsmal og overveje
hvilke typer af svar, som kan forventes. Arbejde med at skelne mellem forskellige
typer udsagn kan ogsé have en plads i FVU-matematik — det kan for nogle delta-
gere vare en nyttig gjenabner. At vaere opmaerksom pa de indgdende begreber og
operationers rekkevidde og begrensning kan ogsa have en funktionel betydning
pa dette trin.

AVU: Matematisk tankegang er en meget vasentlig ingrediens i AVU-matematik.
Iseer mht. det at blive klar over, hvilke slags spgrgsmal der er karakteristiske for
matematik, selv at stille sddanne spgrgsmal, og have blik for hvilke typer af svar
som kan forventes. At kunne skelne mellem forskellige typer udsagn har en plads
i AVU-matematik, ligesom det at kende og handtere givne matematiske begrebers
rekkevidde og begrensning.

Eksemplificering

Matematisk tankegang har betydning for hvordan man omgas tal og diagrammer
i informationsmaterialer. Matematisk tankegang angér fx hvilke karakteristiske
spgrgsmal, det er mest almindeligt at bruge de fire regningsarter til. Deltagerne
ma gge opmarksomheden pé, hvilke spgrgsmal de selv faktisk bruger disse til at
besvare. Som illustration af det at legge merke til, hvilke matematikspgrgsmal
der er karakteristiske i hverdagen og i matematikundervisning, kan gives fglgende
eksempler:
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FVU-1: Hvilke spgrgsmal er det relevant at stille til tallene i dagens avisoverskrif-
ter?

FVU-1&2: Hyvilke spgrgeord kan det vere relevant at starte et spgrgsmal med, nar
man teller og maler?

FVU-1&2: I radioavisen 11. juni 2001 lgd det: “Nye rapporter siger at gstudvi-
delsen bliver mere end dobbelt sa dyr som de 130 mia. kr. EU har forventet.”
Med en tankegangskompetence er man klar over at karakteristiske spgrgsmal
hertil kan vaere "Hvor meget er egentlig 130 mia. kr.” og *Hvad er fordobling
for noget?’, ligesom man er tilbgjelig til at stille sdidanne spgrgsmal.

Det forlgd ogsé i samme radioavis: “Storstrgms Amt mener, at der flyder
med kemikalier fra Proms-forureningen 15-20 meter ned i jorden.” Karakte-
ristiske spgrgsmal hertil kan vere “Hvor meget er egentlig 15-20 meter?”

Som eksempler pa forskellige typer udsagn, som man passivt skal kunne skelne
imellem, kan navnes

¢ “Nar noget stiger med 100%, fordobles det.”

“Siderne i en kasse kaldes hgjde, bredde og lengde.”

“Der er 27439 indbyggere i Herlev Kommune.”

“Storkgb er billigere”.

I handtering af givne matematiske begrebers reekkevidde og begraensning indgar
der i FVU-matematik basal begrebsforstaelse, sisom fornemmelse for stgrrelser,
indsigt i forskellige former for brug af tal samt meningsindholdet i de fire reg-
ningsarter. Dette med henblik pa aktivt at kunne valge de rette regneoperationer til
enkle spgrgsmal som

* “Hvis man har budgetteret med en kuvertpris pa 85,50 kr., og bruger 51,25 kr.
pa ravarer, hvor meget er der sa til gvrige udgifter og overskud?”

I AVU-matematik kan tankegangskompetence illustreres med fglgende karakte-
ristiske spgrgsmal vedrgrende henholdsvis areal og omkreds af plane figurer og
kombinatorik:

AVU-1: Du har et rektangel pa 20 m?. Hvor stor kan omkredsen vare?

AVU-2: Pa hvor mange mader kan man udfylde en reekke i en tipskupon?
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I relation til det at kende og handtere matematiske begrebers raekkevidde og be-
grensning vil man i AVU-matematik ofte have flere begreber i spil pa en gang. Fx
flere gennemsnitsmal pa en gang, bade absolutte og relative tal. Fx multiplikation
sammen med andre regneoperationer. Karakteristiske spgrgsmal kunne lyde:

AVU-1&2: Hvilke gennemsnitsmal er relevante i forhold til Ignninger pa en virk-
somhed?

AVU-1&2: Pa hvilken made er det relevant at bruge absolutte og relative tal i
beskrivelsen af udviklingen af sult i Afrika?

AVU-2: Hvorfor kan man gange, nir man beregner, hvor mange méder man kan
udfylde en raekke i en tipskupon pa?

C.2.2 Problembehandlingskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestér dels i at kunne opstille, dvs. detektere, formulere, af-
grense og pracisere forskellige slags matematiske problemer, “rene” savel som

LR N3

“anvendte”, “abne” savel som “lukkede”, dels i at kunne /gse matematiske pro-
29 46

blemer i feerdigformuleret form, igen bade “rene” og “anvendte”, “abne” og “luk-
kede”, egne savel som andres, og om forngdent eller gnskeligt pa forskellige méader.

Kommentar

I visse efterfglgende uddannelser og kurser star problemer og opgaver fardigfor-
mulerede, parate til at blive lgst. I hverdagssituationer og i visse uddannelser og
kurser er det ikke tilfeldet, og derfor er en bred problembehandlingskompetence,
hvor ogsa formulering af problemer indgar, vesentlig.

FVU: At kunne formulere og lgse hverdagsmatematiske problemer er meget cen-
tralt i FVU-matematik.

AVU: At kunne formulere og Igse savel hverdagsmatematiske som matematiske
problemer er meget centralt i AVU-matematik, dvs. bade problemer der angér ma-
tematikinterne forhold, og problemer der angér eksterne forhold.

Det er en generel intention for de almene matematikfag for voksne, at deltagerne
er med til at stille opgaver, ikke kun til at behandle dem.

Eksemplificering

Som illustration af det at detektere, formulere, afgraense, pracisere problemer samt
deltage i behandling af dem, kan navnes fglgende omrader:



C.2 Matematiske kompetencer i FVU- og AVU-matematik 233

FVU-1: Planlegning af indkgb af gresfrg for en nybygget andelsboligforening,
som skal have anlagt en gresplene.

FVU-1&2: Udfyldelse af timeseddel og lottoblanket.

FVU-1&2: Specifikt som forberedelse til et AMU-kursus kan problembehand-
lingskompetence udvikles gennem og anvendes til at valge anhugningsud-
styr til kranopgaver.

FVU-1&2: Overvejelser hos den voksne medborger i forhold til nyhedsstrgmmen
om spgrgsmal og problemstillinger i fx nyhederne pa morgenTV, som man i
FVU-matematik kan hente hjlp til at behandle.

AVU-1: Overvejelser over hvordan det vil pavirke familiens gkonomi, hvis moren
gar pa nedsat arbejdstid.

AVU-2: Overvejelser over om det kan betale sig at skifte den gamle vaskemaskine
ud med en ny, mere energirigtig.

AVU-1&2: Opstilling og behandling af problemstillinger og spgrgsméal om mo-
delbiler, fx under inddragelse af lineal og vegt.

C.2.3 Modelleringskompetence
Karakteristik

Kompetencen angér bade eksisterende matematiske modeller og konstruktion af
egne matematiske modeller. Vesentlige elementer for voksenundervisning er

* at kunne analysere grundlaget for og egenskaberne ved foreliggende model-
ler og at kunne bedgmme deres reekkevidde og holdbarhed.

* at kunne “afmatematisere” (trek ved) foreliggende matematiske modeller,
dvs. aftkode og fortolke modelelementer og —resultater i forhold til det felt
eller den situation, som er modelleret.

* at kunne udfgre aktiv modelbygning i en given sammenh@ng, herunder struk-
turere, matematisere, behandle, validere, kritisk analysere, kommunikere,
have overblik over og kunne styre modelleringsprocessen.

Kommentar

I FVU-matematik indgar det at stille spgrgsmal om forudsatninger for andres mo-
deller vedrgrende autentiske problemstillinger, at udnytte andres modeller, og at
bygge egne simple modeller.
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I AVU-matematik er det centralt at kunne analysere og bygge matematiske mo-
deller vedrgrende matematikeksterne forhold. I undervisningen kan kompetencen
udvikles savel med udgangspunkt i eksterne forhold, der skal modelleres, med ud-
gangspunkt 1 fagets egne discipliner, fx funktioner og/eller parabler, eller med ud-
gangspunkt i matematiske discipliner i videre uddannelse, fx trigonometri.

Eksemplificering

Som illustration af opbygning af egne modeller med udgangspunkt i eksterne for-
hold kan navnes:

AVU-1: Opbygning af model, der beskriver udgiften til elektricitet, nar den faste
afgift er 350 kr. pr. kvartal og prisen pr. kWh er 1,17 kr.

AVU-2: Opbygning af model til beregning af gennemsnitsprisen, hvis man benyt-
ter ordningen @resundsPendler.

AVU-1&2: Opbygning af model til prognose for stormagasinet Magasins samlede
renteindtegter pa “Konto 10” — et tilbud der var i funktion fra 16. maj til
15. juni 2001. Ordningen bestod i at dele betalingen i 10 méanedlige rater,
hvilket ville koste 10 kr. i rente om méneden.

AVU-2: Design af konstruktion og indretning af en havestue pa 25 m? udfgrt i tree
og glas, inklusive angivelser af tagbjelkernes dimensioner, udgifter til mate-
rialer, finansieringstilbud, og brutto- og nettoudgifter ved kreditforeningslan.

AVU-1&2: Opstilling af model til sammenligning af forskellige rejsemader mel-
lem landsdele. Her indgér ogsé indledende faser af modellering, fx med ud-
vaelgelse af en jysk og en sjellandsk by, afggrelse af hvordan sammenlig-
ningen skal foretages i henseende til tidsforbrug og pengeforbrug. Ogsa i
de afsluttende faser af modelleringen udvikles og anvendes modellerings-
kompetence ved overvejelser over hvilke faktorer, der spiller ind, nér man i
hverdagen valger rejsemade.

AVU-1&2: I overskrifter og annoncer i aviser, fagblade o.a. er der ofte procentan-
givelser. Modelleringskompetence udvikles og anvendes til at handtere stig-
ninger og fald i faktiske tal, til at vurdere procentangivelsernes oplysnings-
verdi og til at vurdere, hvorvidt oplysningerne kan gives pa andre relevante
maéader.

C.2.4 Rasonnementskompetence
Karakteristik

Kompetencen bestar pa disse trin i at kunne fplge og bedgpmme et matematisk ree-
sonnement, dvs. en kede af argumenter fremsat af andre til stgtte for en pastand,
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herunder at forstd den logiske betydning af et modeksempel, samt i at kunne ud-
teenke og gennemfgre informelle reesonnementer(pa basis af intuition).

Kommentar

I FVU-matematik hgrer det med at kunne fglge og bedgmme enkle matematiske
reesonnementer, herunder at forsta betydningen af et modeksempel. Mindre mate-
matiske rasonnementer kan vere til stgtte for deltagernes begrebsforstaelse, fx af
areal, af gennemsnit og af gangetabeller, og som forberedelse til videre uddan-
nelse. Ogsa det selv at kunne udtenke og gennemfgre relativt simple informelle
raesonnementer i talmaessige og hverdagsmaessige sammenhzange kan indga her.

Derimod er det at vide og forstd, hvad et matematisk bevis er, og hvordan det
adskiller sig fra andre former for matematiske resonnementer, ikke med i FVU-
matematik.

Det hgrer med i AVU-matematik at kunne fglge og bedgmme enkle matemati-
ske reesonnementer, herunder at forsta betydningen af et modeksempel. Der er en
progression fra trin 1 til trin 2 i forhold til selv at udtenke og gennemfgre min-
dre resonnementer. Resonnementskompetence er en stgtte for forstaelse af fagets
substans, idet mindre matematiske resonnementer er en stgtte for deltagernes be-
grebsforstaelse, fx af areal, af gennemsnit og af sumformler. Reesonnementskom-
petence er ogsé en vasentlig forberedelse til videre uddannelse.

Eksemplificering

Fglgende eksempler kan illustrere kompetencen:

FVU-1: Rasonnement over hvorvidt formlen for arealet af en trekant - som det
halve af arealet af et tilsvarende rektangel - er korrekt eller ej, og hvorfor.
Overvejelser over om resonnementet kan visualiseres.

FVU-2: Modeksempler i reesonnementer. Er det fx sandt, at ens gennemsnitsind-
komst i to lande betyder ens mindsteindkomst?

FVU-1: Begrundelse for at der ingen ulige tal er i otte-tabellen.

AVU-1: Overvejelser over om det er rigtigt, at arealet af en cirkel fordobles, hvis
radius fordobles.

AVU-1: Modeksempler i resonnementer, som i FVU-2, fx om hvorvidt ens gen-
nemsnitsindkomst i to lande betyder ens mindsteindkomst.

AVU-2: Gennemfgrelse af et reesonnement, der begrunder, at summen af de fgrste
tyve naturlige tal kan udtrykkes ved 10-21.
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Ogsé arbejde med abne problemstillinger med flere lgsningsmuligheder kan danne
ramme for, at kursisten kan erkende, at matematik ogsa omfatter argumentation og
reesonnement, i bade matematikintern og ekstern henseende.

C.2.5 Repraesentationskompetence
Karakteristik

Kompetencen bestér her dels i at kunne forstd (dvs. afkode, fortolke og skelne mel-
lem) og betjene sig af forskellige slags reprasentationer af matematiske objekter,
problemer eller situationer (herunder symbolske specielt algebraiske, visuelle, geo-
metriske, grafiske, diagrammatiske, tabelmessige eller verbale representationer),
dels i at kunne forstd de indbyrdes forbindelser mellem forskellige representa-
tionsformer for det samme sagsforhold, samt have kendskab til deres styrker og
svagheder, herunder informationstab og -tilvaekst, dels i at kunne velge blandt og
overscette imellem forskellige reprasentationsformer for et givet sagsforhold, alt
efter situation og formal.

Kommentar

Det at kunne héandtere forskellige reprasentationer er vasentligt for kursister pa
disse trin, bade for selv at opbygge et stort repertoire af egne repraesentationer til
forskellige omrader og hensigter for at kunne forstd og forholde sig til informa-
tionsmaterialer fra hverdagen, og af hensyn til videre uddannelse.

Eksemplificering

Kompetencen kan illustreres med fglgende eksempler:

FVU-1: Gangetabeller: Deltagernes eventuelle egne reprasentationer af gangeta-
beller afdekkes, og suppleres efter behov med andre reprasentationer. Re-
presentationerne udnyttes til forskellige slags gange-opgaver. De kan have
mental karakter, “sidde i fingrene”, vere forbundet med lommeregneropera-
tioner, vaere mundtlige remser, eller have materiel eksistens i skemaer bag pa
et kladdehafte, i grafer pa papir og i konkrete materialer.

FVU-1&2: Fremskaffelse (gerne ved deltagerne selv) af informationsmateriale
om fx det kommunale budget, det private elforbrug eller opsatning af kgk-
kenelementer. Deltagerne fremstiller alternative prasentationer i andre me-
dier og genrer, og diskuterer hvad prasentationerne henholdsvis skjuler og
fremhaver.
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FVU-1&2, AVU-1&2: Gennemfogrelse af en trafiktelling og fremstilling af resul-
taterne heraf pa en hensigtsmaessig made.

FVU-2, AVU-1&2: [ arbejdet med dbne matematikholdige problemstillinger, som
fx “Vores kommune — og de andres”, vil der blandt andet indga reprasenta-
tionskompetence.

AVU-1: Identifikation af y = ax + b som forskriften for en linezr funktion, og
skitsering af grafens mulige udseende.

AVU-2: Handtering af x, = xo(1 + r)" som en representation af eksponentiel
vaekst.

C.2.6 Symbol- og formalismekompetence
Karakteristik

Kompetencen bestar pa disse trin dels i at kunne afkode symbol- og formelsprog,
1 at kunne oversette frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk sprog og
naturligt sprog, og i at kunne behandle og betjene sig af symbolholdige udsagn
og udtryk, herunder formler. Dels i at vide, at et matematisk system er bygget pa
begrebslig og logisk sammenhang, bl.a. hvilende pa reesonnement og beviser.

Kommentar

FVU: Deltagerne afkoder symbol og formsprog i hverdagsmaterialer. Som noget
meget centralt oversetter deltagerne til og fra naturligt sprog. De behandler og
betjener sig af symbolholdige udtryk. Der er progression mellem trin 1 og trin
2, séledes at pa trin 1 opstiller deltagerne konkrete regnestykker til behandling af
enkle kvantificerbare spgrgsmal, mens de pa trin 2 opstiller regneudtryk til behand-
ling af sadanne spgrgsmal. I regneudtryk indgar der variable, mens regnestykker
omhandler bestemte tal. Symbol- og formalismekompetence stgtter og bidrager til
begrebsforstéelse. Indsigt i matematik som system er derimod ikke central pa disse
trin.

AVU: Deltagerne afkoder symbol og formsprog. Som noget helt centralt oversatter
de til og fra naturligt sprog. De behandler og betjener sig af symbolholdige udsagn
og udtryk, herunder formler. Symbol- og formalismekompetence stgtter og bidra-
ger til begrebsforstéelse. Indsigt i matematik som system er derimod ikke central
pa disse trin.

Eksemplificering

Eksempler til illustration af kompetencen kan vere:
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FVU-1: Afkodning af talfremstillinger fra forskellige lande, it-systemer og ar-
bejdspladser. Afkodning af forkortelser i diverse malesystemer.

FVU-1: Handtering af hyppigt anvendte brgker og procenter. Heri indgar det at
vide, at brgkdelen 1/4 svarer til 25%, at kunne udtale udtrykkene verbalt, og
at kunne forbinde de to udtryk med dagligdags fanomener.

FVU-2, AVU-1&2: Kendskab til hvad hhv 2- (3+4) og 2 -3 + 4 reprasenterer.
FVU-1: Beskrivelse i hverdagssprog af formlen for rumfang af en kasse.

FVU-2: Indsattelse af givne tal i formlen for volumenet af en cylinder, V = 1t- -
h.

AVU-1: Héandtering af brgker, procenter og decimaltal. Heri indgar det at vide,
at brgkdelen 5/100 svarer til 5% og decimalbrgkdelen 0,05, at kunne af-
kode hvert af de tre udtryk, og at kunne oversatte dem til mundtligt naturligt

sprog.

C.2.7 Kommunikationskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestér dels i at kunne seette sig ind i og fortolke andres matema-
tikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle udsagn og “tekster”, dels i at kunne
udtrykke sig pa forskellige mader og pa forskellige niveauer af teoretisk eller tek-
nisk pracision om matematikholdige anliggender, skriftligt, mundtligt eller visuelt
over for forskellige kategorier af modtagere.

Kommentar

FVU: Det at kommunikere i, med og om tal, figurer og symboludtryk er vesent-
ligt i de funktionelle feerdigheder og forstaelser (numeralitet) som FVU-matematik
sigter mod.

AVU: Det at kommunikere i, med og om matematik er vesentligt i AVU-
matematik. Badde den mundtlige og den skriftlige form for kommunikation er vig-

tig.

Eksemplificering
Kompetencen kan illustreres med fglgende eksempler:

FVU-1: Undersggelse af matematikholdige treek ved annoncer for forskellige va-
rer, samt fremlaggelse af resultatet.
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FVU-2: Undersggelse og diskussion af matematikholdige kommunale dokumen-
ter, som fx en kommunal el- og vandregning.

AVU-1: Undersggelse af bilkgb af forskellige merker og argange, samt fremlaeg-
gelse af resultatet.

AVU-2: I arbejdet med det sdkaldte selvvalgte problemomrade, som indgar i ud-
dannelsens trin 2, er kompetencen central. Ved den mundtlige prgve redeggr
deltageren for sit selvvalgte problemomrade. P& baggrund af arbejdet udar-
bejder kursisten et kort skriftligt opleg, der danner grundlag for den mundt-
lige prgve. Den mundtlige redeggrelse ledsages af plancher, grafer, tabeller
eller lignende efter deltagerens eget valg.

C.2.8 Hj=zlpemiddelkompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestér dels i at have kendskab til eksistensen og egenskaberne
ved diverse former for relevante redskaber til brug for matematisk virksomhed, og
have indblik i deres muligheder og begreensninger i forskellige slags situationer,
dels i at veere i stand til pa reflekteret vis at betjene sig af sdidanne hjelpemidler.

Kommentar

Det at kunne betjene sig af og forholde sig til hjelpemidler, der bruges i hverdag og
arbejde, er vaesentligt i FVU-matematik. Heri indgér det at udnytte maleredskaber
og at designe og producere egne hjelpemidler.

Det at kunne betjene sig af og forholde sig til hjelpemidler for matematisk virk-
somhed er vesentlig i AVU-matematik.

Eksemplificering

Kompetencen kan — ud over med oplagte eksempler vedrgrende brugen af lomme-
regnere m.m., linealer og andre tegneredskaber osv. pd FVU-niveau — illustreres
med fglgende eksempler:

AVU-1: Udnyttelse af it-baserede funktionsregne- og tegneprogrammer til at lere
om linezre funktioner og deres egenskaber.

AVU-2: Udnyttelse af passer, lineal og vinkelmaler til konstruktion af geometriske
figurer.
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C.3 Overblik og dsmmekraft vedrgrende matematik som
fagomrade i FVU- og AVU-matematik

Selv om overblik og dgmmekraft vedrgrende matematikken som fagomrade ikke er
udtrykkeligt pa dagsordenen for FVU- eller AVU-matematik, er det ikke desto min-
dre vigtigt, at kursisterne opnér et personligt indtryk af den samfundsmaessige brug
af matematik (Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisomrdder)
og af dennes forbindelse med Matematikkens karakter som fagomrdde. Tilsvarende
er det ogsa gnskeligt, at kursisterne udvikler en fornemmelse af, at matematikken
har udviklet sig historisk i kraft af menneskelig virksomhed (Matematikkens histo-
riske udvikling, savel internt som i samfundsmeessig belysning).
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D.1 Generelle kommentarer

I det almene gymnasium' undervises under den gzldende bekendtggrelse i mate-
matik pa tre formelt kompetencegivende niveauer, hvis indhold og form groft kan
skitseres som fglger:

Matematik pa C-niveau beskaftiger sig med nogle matematiske begreber og tanke-
gange, man m@der i hverdagen og i andre fag. Matematiske modeller star centralt
i undervisningen. Formel kompetence pa C-niveau kan opnés pa forskellige méa-
der (afhangigt af hvordan samspillet med naturfagsundervisningen er), som alle er
forpligtet pa, at omfanget svarer til 5 lektioner a 45 minutter pr. uge i et ar.

Undervisningen pa B-niveauet sigter mod, at eleverne erhverver indsigt i en reekke
fundamentale matematiske tankegange, begreber og metoder, samt at eleverne op-
nar fortrolighed med matematik som et middel til at formulere, analysere og Igse
problemer inden for forskellige fagomrader. Da undervisningen tillige sigter mod
at tilvejebringe det faglige grundlag for A-niveauet, vil arbejdet med matematiske
begreber og resonnementer vere centralt i undervisningen, som skal tilretteleeg-
ges sdledes, at tre sakaldte aspekter tilgodeses: “det historiske aspekt”, “modela-
spektet” og aspektet om “matematikkens indre struktur”. Selvom der hvad pensum
angér er en ikke ringe fellesmengde mellem B- og C-niveauet, er C-niveauet dog
ikke en ®gte delm@ngde af B-niveauet. Omfanget af B-niveau svarer til 5 lektioner
a 45 minutter pr. uge i to ar.

Det 1-drige forlgb til A-niveau ligger i naturlig forlengelse af B-niveauet. Under-
visningen sigter mod, at eleverne videreudvikler deres evne til at anvende matema-
tiske begreber og metoder i rent matematiske sammenhange og i sammenhange,
der kan bearbejdes og analyseres ved hjelp af matematik. I undervisningen er det
derfor vesentligt, at begrebsopbygningen sker i vekselvirkning med anvendelses-
situationer. I undervisningen arbejdes dybere med fagets abstrakte og rasonne-
rende sider, saledes at eleverne far et tilstraekkeligt fagligt grundlag for senere at ga
ind i matematikbaserede uddannelser, som kraever bade regnemessige feerdigheder,
kompetencer og teoretisk indsigt. Ogsa her skal undervisningen tilretteleegges, s
de tre ovennzvnte aspekter tilgodeses. Omfanget af det 1-arige forlgb til A-niveau
svarer til 5 lektioner a 45 minutter pr. uge i et ar.

1Ud over arbejdsgruppen har Erik von Essen og Karsten Wegener pi afggrende méade bidraget til
skabelsen af dette kapitel.
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Eleverne har ogsa den mulighed allerede efter 1. g. at leegge sig fast pa, at de vil
stile efter at fa matematik pa A-niveau. Et sadant “langt” forlgb til A-niveau (“det
3-arige forlgb”)giver selvfglgelig mulighed for at tilretteleegge arbejdet med det
faglige stof anderledes, end nér der i kraft af B-niveauet er bestemte krav til, hvad
der skal vaere néet efter to af de tre ar, forlgbet til A-niveau under alle omstendig-
heder tager.

Udover A-, B- og C-niveau udbyder det almene gymnasium ogsd matematikun-
dervisning som en del af det sékaldte “naturfag”. 1 dette fag, som er obligatorisk
for — og kun tilbydes — elever pa sproglig linje, er intentionen at undervise pa en
made, der integrerer elementer, som inden for de traditionelle faggrenser hgrer
under fysik, kemi og matematik.

Potentialer ved kompetencetilgangen

De synergieffekter, som naturfagets samtenkning af beslegtede fag legger op til at
skabe, mener vi, at en kompetencebeskrivelse af de respektive fag vil ggre det nem-
mere at sette ord pa og dermed bidrage til at stille skarpt pa. Dette potentiale ved at
se undervisningen gennem ‘“kompetencebriller” er selvfglgelig ikke reserveret til
en situation, hvor navnet pa skoleskemaet direkte opfordrer hertil. Muligheden for
at udnytte synergieffekter mellem fagene eksisterer ikke i kraft af, at fagene ske-
mamzssigt er sldet sammen, men i kraft af, at undervisningen kan tilretteleegges
med tanke pa samarbejde pa tvers af fagene. Det er med dette som udgangspunkt,
at vi i kapitel 11 anbefaler et “menugymnasium”, der opererer med gennemtenkte
og komponerede fagpakker.

Ogsé hvad angar den mere snavre diskussion om forskelle og ligheder mellem
de forskellige gymnasiale matematikniveauer, mener vi, at kompetencetilgangen
potentielt kan virke afklarende. Det kan fx ske ved, at forskellige mader at opna
det formelt set samme matematikniveau pa bringes til at handle om en eksplicit
forskellig vegtning af de matematiske kompetencer, eventuelt kombineret med,
at kompetencernes aktionsradius forsgges udviklet i forskellige retninger (sddanne
forskelle er allerede en realitet for sa vidt angér det “korte” og det “lange” forlgb til
A-niveau, men den svage artikulation heraf understreger behovet for at kunne sup-
plere det eksisterende tilretteleeggelsesmaessige “ordforrad”). T kombination med
eksistensen af forskellige niveauer vil det skabe en situation, hvor man kan disku-
tere og placere sig i forhold til forskellighed i to dimensioner; parallelle spor med
hver deres “toning af kompetencepaletten” og niveauer inden for hvert spor som
udtryk for “videre i samme retning”.

At gé ind i en marmere analyse af, hvordan disse og andre idéer eventuelt kan blive
til mere end ord pa papir, falder udenfor de rammer, vi har veret ngdt til at sette
for projektet her. Sddanne analyser bgr veere et led i det opfglgningsarbejde, som
forhabentlig fglger efter afslutningen pa KOM-projektet.
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D.1.1 Lzsevejledning

Karakteristikken i dette kapitel er normativ. Det betyder, at man som laser hverken
skal se det som vores bud pa “tingenes tilstand” eller som noget, man med rime-
lighed kunne forvente af eleverne her og nu. Karakteristikken gelder, hvad det
efter vores mening er fornuftigt og realistisk at s@tte op som pejlemerker for den
almengymnasiale matematikundervisning i en tenkt fremtidig situation, hvor det
almene uddannelsessystem, hvad matematikundervisningen angar, er reformeret i
overensstemmelse med anbefalingerne i kapitel 11.

Vi har valgt at karakterisere, hvad der med den geldende bekendtggrelse svarer til
det typiske C-niveau, det almengymnasiale B-niveau og dets etérige forlengelse
til A-niveau som beskrevet ovenfor. At vi har foretaget dette valg, skal ikke ses
som en anbefaling om at fastholde det omfang af de respektive niveauer eller den
pensumfastleggelse, som er inkorporeret i denne struktur, ej heller det modsatte.
Det er en implementeringsrettet diskussion, som vi bevidst undlader at tage. Nar
vi refererer til de navnte tre niveauer og (med fa undtagelser) deres respektive
pensum, er det sdledes udelukkende, fordi vi mener, at det er hensigtsmaessigt med
en eller anden form for niveaudeling, ikke mindst med tanke pa at kunne fastsette
mal for den gnskede progression, og s& har det varet nemmest for os — og nok
ogsa for de fleste lesere af dette kapitel — at treekke pa vores erfaringer med det
eksisterende.

Karakteristikken af den enkelte kompetence er for fleres vedkommende ikke, hvad
dekningsgrad angér, afgrenset i forhold til grundkarakteristikken i kapitel 4 pa
noget af de tre trin. Det galder problembehandlings-, modellerings-, reprasenta-
tions-, kommunikations- og hj@zlpemiddelkompetence. Den udvikling i elevernes
kompetencebesiddelse, som man selvfglgelig ogsa pa disse felter bgr forvente fin-
der sted ifm. den gymnasiale matematikundervisning, bgr derfor fokusere pa to
ting: Dels bgr der ske en udvikling i, hvor autonomt eleverne udgver kompetencen,
dels bgr der ske en udvikling i kompetencebesiddelsens aktionsradius og tekni-
ske niveau, jf. omtalen af de tre dimensioner i besiddelsen af en kompetence i
afsnit 4.4.4 (side 64) og af progression i forhold til disse dimensioner i afsnit 9.3
(side 127).

Eksemplificeringen refererer i afsnittene om disse kompetencer gennemgéende
ikke til bestemte niveauer. Det skal ses som et signal om, at vi mener, at alle de
anfgrte eksempler principielt kan bruges pa alle gymnasiale niveauer. Progression
vil s jf. ovenstaende bla. komme til udtryk ved, hvilke matematiske teknikker, me-
toder, begrebsdannelser etc. eleverne er i stand til at angribe problemstillingerne
med. Hvad der pé dette punkt konkret kunne komme pa tale pa de respektive ni-
veauer, overlader vi generelt trygt til leeseren af vurdere, da vi som navnt flere
gange tidligere i rapporten ikke som en del af dette projekt gnsker at fokusere pa
detaljeret pensumfastleggelse.
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D.2 Matematiske kompetencer i det almene gymnasium

D.2.1 Tankegangskompetence
Karakteristik

Pa alle tre gymnasiale niveauer bestar denne kompetence for det fgrste i at veere
klar over, hvilke slags spgrgsmél som er karakteristiske for matematik, i selv at
kunne stille sddanne spgrgsmdl, og i at have blik for, hvilke typer af svar der kan
forventes. Af sarlig vigtighed er her matematikkens efterstrebelse af ngdvendige
og tilstrekkelige betingelser for et objekts besiddelse af en given egenskab.

Den bestar tillige i at kende, forstd og hdndtere givne matematiske begrebers reek-
kevidde (og begraensning) og deres forankring i diverse domener, i at kunne forstd
hvad der ligger i generalisering af matematiske resultater, og selv at kunne gene-
ralisere sddanne til at omfatte en stgrre klasse af objekter.

Denne kompetence omfatter ogsa det at kunne skelne, bade passivt og aktivt,
mellem forskellige slags matematiske udsagn og pastande, herunder “betingede
udsagn”, “definitioner”, “satninger”, “fenomenologiske pastande” om enkelttil-
feelde, og “formodninger” baseret pa intuition eller erfaringer med specialtilfalde.
Af serlig betydning er her forstaelsen af den rolle, eksplicitte eller implicitte

“kvantorer” spiller i matematiske udsagn, ikke mindst nar de kombineres.

Pd A-niveau indgar desuden det at kunne fglge udvidelsen af et begreb ved ab-
straktion af egenskaber i begrebet.

Kommentar

I forhold til grundskolens afsluttende trin er dekningsgraden her udvidet ved, at
eleverne ud over kendskab til givne matematiske begrebers rakkevidde og be-
grensning ogsa skal kunne forstd og handtere disse forhold som led i deres be-
grebsforstéelse.

Fra C- til A-niveau er der, hvad dekningsgraden angar, lagt op til progression
mht. hvor abstrakt, der arbejdes med de indgdende begreber.

Der kan vere grund til at understrege, at det at veere i stand til at stille matematiske
spgrgsmal, som er karakteristiske for de respektive niveauer, ikke ngdvendigvis
indeberer, at man ogsa kan besvare dem.

Eksemplificering

Nedenstaende eksempler tjener til at belyse det at vere klar over, hvilke slags
sporgsmdl som er typiske i matematik, i selv at kunne stille sadanne spgrgsmdl,
og i at have blik for de typer af svar, der kan forventes.
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» “Nar grafen for en linezer funktion er en ret linje, vil enhver ret linje sa kunne
opfattes som graf for en linezr funktion?” (Nej, en lodret linje er ikke graf
for en funktion).

* “Er en cirkel i et koordinatsystem nogensinde grafen for en funktion?”

Et typisk svar pad C-niveauet kan forventes at vere: “Nej, for da vil der til
samme x-vardi hgre mere end én y-verdi”, mens et svar pd A-niveauet kan
forventes at vaere: “Nej, for en funktion ma have en entydig bestemt funk-
tionsverdi i ethvert punkt i definitionsmangden”.

* “Findes der et stgrste tal i intervallet ]0; 1[?” (Nej, fordi vi til ethvert forelagt
“stgrste tal” kan lave et der er endnu stgrre ved at tilfgje flere decimaler).

* “Er 0,99999... ikke det sidste tal fgr 1?7 (Nej, det er lig med 1). Dette svar
kan nappe forventes pa C-niveauet, men derfor kan spgrgsmalet sagtens stil-
les og forstas pa dette niveau.

* “Hvorfor ma man ikke gange med O pa begge sider i en ligning?”

Pa C-niveauet skal man nzppe forvente et svar pa dette spgrgsmal, hvorimod
et svar pa B- eller A-niveau kan forventes at vaere: “Fordi man derved kan
@ndre lgsningsmangden”.

Med til tankegangskompetencen hgrer ogsa at kende, forstd og handtere begrebers
reekkevidde (og begreensning) og deres forankring i diverse domeener. Det kan fx
vaere

* rakkevidden af et funktionsbegreb baseret pa henholdsvis funktionsforskrif-
ter og tilordninger. Domanet er her typisk en delmangde af de reelle tal, og
nar man blot siger at “vi indsatter et tal i forskriften”, sa skal eleverne vare
klar over, hvilket talomrade der er pa tale.

Med hensyn til at forstd, hvad der ligger i en generalisering og selv kunne gennem-
fore en generalisering af et matematisk resultat, vil vi nevne fglgende eksempler:

¢ Eleverne skal pa alle niveauer kunne gennemfg@re generaliseringen af sat-
ningen om vinkelsummen i en trekant til en s@tning om vinkelsummen i en
n-kant. “Hvor mange trekanter kan en n-kant opdeles i?” vil vere et oplagt
spgrgsmal at stille i denne sammenhang.

* Sinus og cosinus til en spids vinkel defineres typisk vha. en standardtrekant
— dvs. en trekant med hypotenusen 1. P4 B-niveauet kan dette begreb udvi-
des vha. enhedscirklen til fgrst til at omfatte alle vinkler og dernest til en
opfattelse af sinus og cosinus som egentlige funktioner.
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Dette er et eksempel pa en udvidelse af et matematisk begreb, hvor det sikres, at
der til stadighed er overensstemmelse med den tidligere definition.

Udvidelsen af potensbegrebet og det bestemte integral er eksempler pa udvidelser
ved abstraktion af egenskaber i begrebet:

* Potensbegrebet introduceres pad C-niveauet ved definitionen a" = a -
a...a, n € N, og udvides til a " = 1/,» (n € Z). Pa B-niveauet foregar ud-
videlsen ved at forlange, at reglen a" - ™ = a"*™ ogsa skal vare opfyldt i
udvidelsen. Dette fgrer til et potensbegreb, der omfatter a”, p € Q. Den sid-
ste del af udvidelsen klares ved at introducere eksponentialfunktionen med
grundtal a, og definere a*,x € R,a > 0 ved hjzlp af denne. P4 A-niveauet
kommer kontinuitetsovervejelser og eksistens af eksponentialfunktionen ind
i billedet.

* Det bestemte integral [ ab f(x) dx, hvor a < b, udvides til ogsa at have me-
ning for a > b ved abstraktion af egenskaber i begrebet. Her forlanger vi, at
indskudssa@tningen skal bevare sin gyldighed i udvidelsen.

Til illustration af det at kunne skelne, bdde passivt og aktivt, mellem forskellige
slags matematiske udsagn og padstande, anfgres fglgende eksempler:

Betinget udsagn: “Hvis a > 0, sd er Va2 =a.”

Definitioner: “En lineer funktion er en funktion, som har en ret linje som graf.”

“f er differentiabel i et punkt xp, hvis...”

Saetninger: “En lineer funktion har forskriften f(x) = ax+b".
“y/2 er et irrationalt tal.”
“rerrod i polynomiet P(x), hvis og kun hvis x — r er divisor i P(x)”.
“Ethvert tredjegradspolynomium har mindst én reel rod.”

“Hvis en funktion er differentiabel i et punkt, sa er den ogsa kontinuert i
punktet.”

“Hvis f er kontinuert i [a;b], og f(a) og f(b) har modsatte fortegn, sa findes
der et ¢ € |a; b], sdledes at f(c) =0."

Faenomenologisk pastand: “6 er et eksempel pa et perfekt tal, fordi det er sum-
men af sine egentlige divisorer.”

Formodning: “Jeg tror, at kvadratroden af et primtal altid er irrationalt.”
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D.2.2 Problembehandlingskompetence
Karakteristik

Pa alle tre gymnasiale niveauer bestar denne kompetence dels i at kunne opistille,
dvs. detektere, formulere, afgreense og pracisere forskellige slags matematiske pro-
blemer, “rene” savel som “anvendte”, “abne” savel som “lukkede”, dels i at kunne
lpse sadanne matematiske problemer i feerdigformuleret form, egnes savel som an-

dres, og om forngdent eller gnskeligt pa forskellige mader.

Kommentar

Et matematisk problem er en szrlig type matematisk spgrgsmal, nemlig ét hvor
en matematisk undersggelse er ngdvendig for besvarelsen. Spgrgsmaél, som kan
besvares alene ved hjelp af (fa) specifikke rutinefaerdigheder, henregnes saledes
ikke som matematiske problemer.

Det er meget vel muligt at kunne formulere matematiske problemer uden at vaere
i stand til at lgse dem. Tilsvarende er det muligt at vere en dygtig problemlgser
uden at vaere god til at finde og formulere matematiske problemer.

Ligesom det var tilfeldet pa grundskolens afsluttende trin, er dekningsgraden her
ikke afgrenset i forhold til grundkarakteristikken i1 kapitel 4. Arbejdet med at
udvikle elevernes besiddelse af kompetencen bgr derfor fokusere pa andre ting,
jf. kommentarerne i afsnit D.1.1 (side 243).

Eksemplificering

Som eksempel pa det at lgse og i nogle af tilfeeldene eventuelt selv finde og formu-
lere matematiske problemer, vil vi — i den “lukkede” afdeling, hvor der eksisterer
ét entydigt rigtigt svar — nevne fglgende:

* “Lav en maélepind (eller en omsatningstabel eller en regneforskrift for en
funktion) til bestemmelse af veskeindholdet af en cylinderformet beholder,
der ligger pé siden. Beholderen er 6 meter lang, og diameteren er 1 meter.”

Problemet er naturligvis, at beholderen ligger pa siden — var den placeret pa
endefladen, var opgaven triviel. For tre verdier kan indholdet let bestemmes:
Nar beholderen er tom, halvfyldt eller helt fyldt.

For at 1gse opgaven, ma eleverne vere bekendt med, at rumfanget svarende
til en vaeskestand pa & cm kan bestemmes som produktet af arealet af “grund-
fladen” og lengden af beholderen. Herefter er problemet reduceret til at be-
stemme arealet af et cirkelafsnit.
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Stilles opgaven pa A-niveau, kan dette areal bestemmes som arealet mellem
de to funktioner f(x) =r—+vr?2—x? og g(x) = h:

NGy
A:2/ h—r+vr2—xtdx
0

Dette leder til et integral, der ikke er standard pa A-niveau, hvorfor grafreg-
ner, CAS-program eller en integraltabel ma anvendes.

Hvis opgaven stilles pd B-niveau, kan arealet bestemmes som A =
172 (v—sin(v)), hvilket giver arealet som en funktion af v, men ikke af A,

som gnsket. Udtrykt som funktion af & fés
A= %},2 (cos_1 (l — %) — sin (ZCos_1 (1 — %)))

Herefter kan man benytte en grafregner, et regneark eller et CAS-varktgj til
at generere den gnskede omsatningstabel.

I de felgende eksempler vil vi overlade det til leseren selv eventuelt at forestille
sig varianter af opgaveformuleringen eller den valgte lgsningsstrategi, som kan
ggre eksemplet egnet pa alle de gymnasiale niveauer:

“Hvor store er vinklerne i en reguler n-kant?”
“Hvor mange cifre er der i tallet 210249~
“Opskriv tallene 2890, 3500 4400 o0 6300 j rekkefglge efter stgrrelse.”

“Opskriv et system af to ligninger med to ubekendte, hvis lgsning er koordi-
natset til et punkt i fjerde kvadrant.

Hvilke @ndringer af koefficienterne vil ggre, at lgsningen flytter op i fgrste
kvadrant?”

“Under udsalg far man ofte rabat som en procentdel af varens normale pris.
Er det smartest at bede om at fa rabatten trukket fra, fgr eller efter momsen
leegges til prisen?”

“En tur med en rulletrappe tager 20 sekunder, hvis man lader rulletrappen
gore hele arbejdet, og 10 sekunder, hvis man lgber op ad den rullende trappe.
Hvor lang tid tager det at 1gbe op, hvis rulletrappen star stille?”

“En ny rapport fra Kgbenhavns Politi tegner et dystert billede. Mennesker
af udenlandsk herkomst udggr 16 procent af indbyggerne i Kgbenhavn, men
star for 42 procent af voldssagerne.” (Aktuelt 26. november 1999).

Hvor mange gange mere voldelige er mennesker af udenlandsk herkomst end
mennesker af dansk herkomst i gennemsnit ifglge disse oplysninger?
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“Inden i en ligebenet trekant med sidelengderne 5, 5 og 6 legges en anden
ligebenet trekant pa hovedet, saledes at grundlinjerne er parallelle. Hvad skal
sidelengderne vare i den indskrevne trekant, for at dens areal bliver sé stort
som muligt?”

“Hvad er forholdet mellem arealet af en cirkels indskrevne og omskrevne
ligesidede trekant?”

“Hvor stor en del af en kugles volumen udggr den indskrevne terning?”’

“Ved en undersggelse af ferieerfaringer, som omfattede 78 elever, havde
49 veeret i Sverige, 15 i Finland, 22 i Norge, 12 i bade Sverige og Finland,
18 i bade Sverige og Norge, 6 i bade Finland og Norge og 5 i alle tre lande.

Hvor mange af de deltagende elever havde ikke besggt nogen af de tre andre
nordiske lande?” (som mulig graduering af svaerhedsgraden kan eventuelt
tilfgjes: “Figuren her kan maske vare en hjelp, hvis hvert land reprasenteres
af en cirkel.”)

“To ens kvadrater tenkes anbragt, s et af hjgrnerne i det ene kvadrat er
placeret i midten af det andet kvadrat. Hvordan skal de drejes i forhold til
hinanden for at arealet af det stykke, de overlapper, bliver stgrst muligt?”’

“Et muligvis lettere ubrugelig ordbog bestar af alle kombinationer af bogsta-
verne i ordet Bogstav. Dette ord er det fgrste ord i ordbogen og definerer der-
ved raekkefglgen af bogstaverne. Hvilket ord kommer lige efter “vogbast”?”

“Fire cirkler er, som skitseret pa figuren her, placeret symmetrisk, sa de uden
at overlappe danner et lukket omrade mellem sig.

Hvad er arealet af dette omrade?”
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Det fremgar, at nogle af problemerne er af internt matematisk art, dvs. alene an-
gar tal- eller stgrrelsesbegreber eller geometriske begreber om rummet (inklusive
planen), mens andre refererer til genstande og fenomener fra verden uden for ma-
tematikken. De udenomsmatematiske problemer er (jf. kommentaren i afsnit 4.2.2)
rubriceret under denne kompetence og ikke under modelleringskompetencen, fordi
lgsningen af dem ikke forudsatter hypoteser om og afgrensning af det virkelig-
hedsudsnit, der er tale om.

I den mere mere “abne” afdeling, hvor det vil vare selvmodsigende at anvise et
kort og entydigt svar, kan fglgende “rene” opgaver tjene som eksempler:

* “Opskriv % som sum af to eller flere stambrgker (dvs. brgker hvis n@vner er
1).

Opskriv pi samme méde en sum med resultatet - .

b3

Hvad angér opgaver, som kan karakteriseres som “&bne” og “anvendte”, har udfor-
dringen en karakter, som ggr, at det i fgrste omgang er modelleringskompetence,
der skal bringes i spil, jf. kommentarerne til nedenstidende afsnit, som ogsa rummer
adskillige eksempler.

D.2.3 Modelleringskompetence
Karakteristik

Pa alle tre gymnasiale niveauer bestar denne kompetence pa den ene side i at
kunne analysere grundlaget for og egenskaberne ved foreliggende modeller og at
kunne bedgmme deres rekkevidde og holdbarhed. Hertil hgrer at kunne “afinate-
matisere” (trek ved) foreliggende matematiske modeller, dvs. at kunne afkode og
fortolke modelelementer og -resultater i forhold til det felt eller den situation som
er modelleret. P4 den anden side bestar kompetencen i at kunne udfgre aktiv mo-
delbygning i en given sammenhang, dvs. at bringe matematik i spil og anvendelse
til behandling af anliggender uden for matematikken selv.

Aktiv modelbygning indeholder en raekke forskellige elementer. Fgrst at kunne
strukturere det felt eller den situation, der skal modelleres. Dernast at kunne gen-
nemfgre en matematisering heraf, dvs. en oversattelse af objekter, relationer, pro-
blemstillinger m.v. til et omrade af matematikken, resulterende i en matematisk
model. At kunne behandle den opstaede model, herunder Igse de matematiske pro-
blemer den matte give anledning til, samt at kunne validere den ferdige model,
dvs. bedgmme dens holdbarhed béde internt (i forhold til modellens matematiske
egenskaber) og eksternt (dvs. i forhold til det felt og den situation modellen om-
handler). Der indgér tillige at kunne analysere modellen kritisk, bade i forhold til
dens egen brugbarhed og relevans og i forhold til mulige alternative modeller, og
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at kunne kommunikere med andre om modellen og dens resultater. Endelig ind-
gar det i aktiv modelbygning at have overblik over og kunne styre den samlede
modelleringsproces.

Kommentar

Ligesom det var tilfeldet pa grundskolens afsluttende trin, er dekningsgraden her
ikke afgraenset i forhold til grundkarakteristikken i kapitel 4. Arbejdet med at
udvikle elevernes besiddelse af kompetencen bgr derfor fokusere pa andre ting,
jf. kommentarerne i afsnit D.1.1 (side 243).

Eksemplificering

P4 trods af, at den “undersggende” og den “produktive” side af modelleringskom-
petence i praksis oftest vil veere pa banen samtidigt, vil vi for illustrationens skyld
splitte eksemplificeringen op pa udfordringer, som vi mener overvejende peger i
henholdsvis den ene og den anden retning.

Den del af modelleringskompetencen, som bestar i at analysere grundlaget for og
egenskaberne ved foreliggende modeller og at kunne bedpmme deres reekkevidde
0g holdbarhed, kan fx igangsettes vha. fglgende spgrgsmal:

* “Hvordan virker en cykel-computer?”’

* “Hvordan virker GPS-navigering?”

» “I forbindelse med en kampagne for at neds@tte farten i byerne bruges slo-
ganet “10 = 44”. Hvad er meningen?”

* “Hvor hurtigt svinger et pendul?”

* “Hvad er det optimale design af en vindmgllevinge?”

* “Hvordan benytter landmalere sig af matematik?”

* “Hvordan fastsattes prisen pa en vare?”

* “Hvordan laver man stikprgveundersggelser?”’

* “Hvordan laver man opinionsundersggelser?”’

* “Hvordan kan man vurdere atomkraftverkers sikkerhed?”

» “Hvor sikker er en vejrudsigt?”
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Med hensyn til det at kunne udfgre aktiv modelbygning, er det som navnt i ka-
rakteristikken et afggrende trek, at man som en del af udfordringen skal forholde
sig strukturerende til virkeligheden. Denne del af arbejdsprocessen kan fa meget
forskelligt omfang, alt efter hvor kompleks og diffus udfordringen er i udgangs-
punktet, og hvor meget den mere eller mindre eksplicit krever inddragelse af an-
dre ting (hjelpemidler, data, udefrakommende personer etc.) end de i situationen
forhandenverende. Da det er en afggrende ting at forholde sig til, ndr man skal
tilrettelaegge arbejdet med sigte pa modellleringskompetence, vil vi splitte eksem-
plificeringen op i opleg til henholdsvis kortere- og leengerevarende modellerings-
aktiviteter. De korterevarende opleg er karakteriseret ved, at vi forestiller os, at
man meningsfyldt kan tage udfordringen op i klassevarelset inden for rammerne
af en lektion eller to. Derimod vil de navnte opleg til lengerevarende modelle-
ringsprocesser givet kreve, at man sprenger disse rammer.

Fgrst eksemplerne pa korterevarende modelleringsforlpb:

* Hvor hgjt skal et snapseglas skankes for at vere halvt fyldt?

For at Igse denne opgave skal man fgrst bestemme sig for glassets form. Her
vil det vaere nemmest at tage udgangspunkt i et kegleformet glas.

Pa C- og B-niveau kan opgaven for et kegleformet glas Igses vha. ensvink-
lede trekanter og formlen for en kegles rumfang. Opgaven kan lettes ved at

sette keglens hgjde til 1. Svaret bliver C/; , eller med andre ord 79%.

P& A-niveau kan opgaven lgses pa en maske knap sa elegant made ved at
bestemme rumfang af omdrejningslegemer.

* “Hvor meget kan en kran lgfte?”

* “Nar to personer sammen skal bare en stige (eller en anden lang genstand),
vil man normalt tage fat i hver sin ende. Hvis de to personer ikke er lige
steerke kan den sterkeste imidlertid aflaste den mindre steerke ved at tage fat
leengere inde pa genstanden.

Hvordan afth@nger fordelingen af belastningen af, hvor den sterkeste tager
fat?”

* “Hvor langt vak er horisonten?”
» “Hvilken vinkel skal en solfanger anbringes i?”
* “Hvor lang en stige kan man fa rundt om et hjgrne?”

¢ “Hvilken vej skal en livredder, som befinder sig et stykke oppe pa en strand,
vaelge ud til en person, som er ved at drukne?”

* “Ved hvilken vinkel velter et skavt tirn?”
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* “Hvor langt bevager nélen sig under afspilning af en grammofonplade?”
o “Karakterisér temperaturudviklingen i et glas isvand.”

» “Karakterisér udviklingen i antallet af kinesere med den nuvarende etbarns-
politik, hvor det ggres meget besvarligt at have mere end ét barn.”

Som eksempler pa oplag til lengerevarende modelleringsforlgb vil vi nevne fgl-
gende:

* “Hvad er ssmmenh@ngen mellem ens indkomst og den skat, man betaler?”
* “Hvor lang tid gér der, fgr man er @dru, hvis man har drukket?”

» “Hvor dyrt er det at tale i mobiltelefon?”

* “Hvor mange molekyler er der i et stykke kridt?”

* “Hvor lang tid fgor man gnsker at drikke den, skal en ¢l s®ttes i kgleskabet?”
* “Hvordan udvikler antallet af AIDS-tilfelde 1 Danmark sig?”

* “Hvordan kan man sejle i andre retninger end med vinden i en sejlbad?”

D.2.4 Raesonnementskompetence
Karakteristik

Pa alle tre gymnasiale niveauer bestar denne kompetence pa den ene side i at
kunne fplge og bedpmme et matematisk reesonnement, dvs. en kaede af argumenter
fremsat af andre pa skrift eller i tale til stgtte for en pastand, specielt at vide og
forstd hvad et matematisk bevis er, og hvordan det adskiller sig fra andre former for
matematiske resonnementer, fx heuristiske resonnementer hvilende pa intuition
eller pa betragtning af specialtilfeelde. Heri indgéar at forsta den logiske betydning
af et modeksempel.

Pé den anden side bestiar kompetencen i at kunne udtenke og gennemfpre infor-
melle og formelle reesonnementer (pa basis af intuition). I den forbindelse bgr
eleverne ggre sig eksemplariske erfaringer med selv at omforme heuristiske rae-
sonnementer til egentlige (gyldige) beviser.

Pd B- og A-niveau indgar desuden det at kunne afggre, hvornar et matematisk
reesonnement faktisk udggr et bevis, og hvornar ikke, samt det at kunne forstd en
redeggrelse for, hvad der er de beerende idéer i et matematisk bevis, herunder skelne
mellem hovedpunkter og detaljer, mellem idéer og teknikaliteter.

Pa A-niveauet udvides dekningsgraden yderligere ved, at eleverne ikke blot for-
ventes at kunne forstd en redeggrelse for, men ogsé selv at kunne afdwkke de bce-
rende idéer i et matematisk bevis.
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Kommentar

I forhold til grundskolens afsluttende trin er dekningsgraden her udvidet ved, at
eleverne skal ggre sig mere end eksemplariske erfaringer med forbindelsen mellem
raesonnementer generelt og beviser som specialtilfeelde. Desuden legges der her pa
forskellig vis op til at tage fat pa arbejdet med, hvad der er de barende idéer i et
matematisk bevis, hvilket ikke er pa dagsordenen i grundskolekarakteristikken.

I forhold til grundkarakteristikken i kapitel 4 er dekningsgraden her afgraenset ved,
at eleverne kun skal ggre sig eksemplariske erfaringer med at omforme heuristiske
resonnementer til egentlige beviser, ikke som i grundkarakteristikken kunne det i
nogen mere krevende betydning af dette ord.

Af mange betragtes matematisk bevisfgrelse, men ogsd matematisk raesonneren i
almindelighed, som en sag, der fgrst og fremmest angar retferdigggrelsen af ma-
tematiske s@tninger, endda ofte i form af ren og skar gengivelse af ferdige be-
viser. R@sonnementskompetencen omfatter ogsa dette, men gar videre, idet den
kommer 1 spil overalt, hvor det gelder om at bedgmme holdbarheden af mate-
matiske pastande, inklusive at overbevise sig selv eller andre om den eventuelle
gyldighed af sddanne. Det kan dreje sig bade om reglers og setningers rigtighed,
men ogsa om godtggrelsen af, at givne svar pa spgrgsmaél, opgaver, eller proble-
mer er korrekte og fyldestggrende. Ved séledes ogséa at omhandle retferdigggrel-
sen af svar og Igsninger, er resonnementskompetencen intimt forbundet med béade
problembehandlings- og modelleringskompetencerne. Den udggr sé at sige disses
“juridiske” side.

De beviser, der arbejdes med, bgr afspejle den begrebsforstéelse, der i gvrigt arbej-
des med i undervisningen. Hvis man eksempelvis pa B-niveauet har et rent intui-
tivt grensevardibegreb, bgr beviser for regneregler for differentialkvotienter bygge
herpa, medmindre man bevidst valger at bruge arbejdet med velvalgte beviser som
middel til netop at udfordre — og forhébentlig dermed udvikle — den eksisterende
begrebsforstaelse.

Eksemplificering

Stgrstedelen af eksemplerne navnt i forbindelse med problembehandlingskompe-
tence vil kunne genbruges her, hvis man leegger fokus pd maden, udfordringen
tages op pa. Her vil vi af pladshensyn ngjes med nogle fa udfoldninger af sddanne
tenkte reaktioner.

Scenario: I en klasse spiller eleverne to og to et spil: Pa udleverede ark er anbragt
hjgrnerne i en regulaer 6-kant. Spillet gér ud pa, at man efter tur forbinder to hjgrner
i 6-kanten med hver sin farve (rgd/grgn). Den, der fgrst bliver ngdt til at forbinde
to punkter, sa der dannes en ensfarvet trekant, har tabt spillet. Spillet spilles mindst
10 gange.
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L: Kan dette spil ende uafgjort?

E12

Nej, vi har hver gang haft en vinder.

L: Er der nogen, der har et spil, der er endt uafgjort?

Ez:

Ne;j.

L: Kan vi argumentere for, at der altid vil vere en vinder? Med andre ord: Vil

der ved denne farvning af en 6-kant altid opsté en ensfarvet trekant?
: Vi kunne vel gé alle muligheder efter?

: Hvor mange er der? Der er 15 streger, der skal farves — 8 streger i den ene
farve, 7 i den anden.

: —sa det er nok en hablgs opgave. (Forgar dette pa et tidspunkt eller niveau,
hvor kombinatorik ikke har veret behandlet, mé eleverne pa anden vis over-
bevise hinanden om, at der er mange muligheder.)

L: Vi ma nok velge en anden fremgangsmade. Prgv at se pa et enkelt hjgrne i

jeres figurer — kan man sige noget om farvningerne af de enkelte linjer?

: Ja, der vil altid vare mindst tre, der har den samme farve.

L: S& vi kan antage, at der fx er tre rgde. Prgv at se pa endepunkterne af disse.

: Hyvis to af disse forbindes med en rgd streg, sa er der en rgd trekant.

: Ja, men hvis de alle forbindes med en grgn streg, s& kommer der jo en grgn
trekant.

L: Sa galder det bare om at fa reesonnementet skrevet paent ned. Det kan I ggre

nu sammen med jeres makker.

L: Overvej herefter fglgende spgrgsmal:

1. Findes der en vinderstrategi? (Nej, den der starter, vinder)

2. Prgv at spille spillene helt til ende. Hvad kan bemarkes? (At der altid
er en rgd trekant og en grgn trekant)

3. T ovenstaende spil farves 6-kanten ved, at 8 sider farves rgd og 7 sider
farves grgn — eller omvendt. Antag nu, at vi dropper dette krav og ser pa
en vilkarlig farvning i to farver. Prgv at formulere og bevise en s@tning
om en vilkarlig farvning af en 6-kant med to farver.

Spilles spillet pa A-niveauet kan man udbygge med:

* Bevis, at der i enhver forsamling pa 6 personer er enten 3, der kender hinan-
den, eller 3, der ikke kender hinanden.
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Lignende udsp@ndinger hen over de forskellige niveauer kan tage udgangspunkt i
opgaver som

* “En rekke punkter pa et stykke papir forbindes med streger. Hvis der kun ma
gé én streg mellem to punkter er der selvfglgelig en grense for hvor mange
streger man kan tegne; én streg hvis der er to punkter; tre streger, hvis der er
tre punkter, osv. Hvor mange streger kan man tegne, hvis der er n punkter?”

» Tegningen her skal illustrere en situation, hvor kvadrat 2 er drejet 45° i for-
hold til kvadrat 1, kvadrat 3 er drejet 45° i forhold til kvadrat 2, osv.

Hvad er forholdet mellem arealet af kvadrat 1 og kvadrat n?

* “I spillet “Tarnene i Hanoi” skal man flytte et antal cirkelskiver med hul i
midten fra den ene af tre pinde til en anden af pindene. Man ma kun flytte
en skive ad gangen fra en pind til en anden. Cirkelskiverne er af forskellig
stgrrelse og ma ifglge reglerne aldrig ligge med en stgrre skive oven pa en
mindre. Fra starten ligger de derfor ogsa med den stgrste skive nederst, s&
den naststgrste osv. frem til den mindste, som ligger gverst.

Hvad er det mindste antal skiveflytninger, der skal til, hvis der er n skiver at
flytte?”

* “A, B og C har udfordret hinanden pa pistol. A treffer dgdeligt med 100%
sikkerhed, B med 80% og C kun med 50%. De stiller sig op i en ligesidet
trekant og ma nu skyde et skud af gangen efter tur. Der trakkes lod om
startrekkefglgen. Hvad er hver af de tre personers chance for at overleve?”
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Med hensyn til det at kunne fplge et matematisk bevis, hvor argumentationen byg-
ger pa udregninger og/eller geometriske reesonnementer, skal eleverne pa alle ni-
veauer kunne forsta

¢ et bevis for, at vinkelsummen 1 en trekant er 180°.

* et bevis for, at heldningskoefficienten for en linezr funktion kan beregnes
ud fra to punkter pa grafen.

I kompetencen indgér ogsa at kunne forstd, hvordan en “scetning” kan dementeres
af et enkelt modeksempel. Det kan fx optreede ved

* arbejde med regneregler for kvadratrgdder, hvor eleverne pa den made skal
kunne indse, at “setningen” v/a+ b = \/a + /b ikke gzlder.

Pa B- og A-niveauet hgrer det med til resonnementskompetencen at kunne fglge
mere komplicerede beviser, herunder at kunne skelne mellem et bevis for en sat-
ning af typen “Hvis ...sd ...” og et bevis for den omvendte s@tning. I geometri
kan man fx inddrage

* sdvel Pythagoras’ s@tning for den retvinklede trekant som den omvendte
setning hertil, og eleverne skal kunne forsté forskellen mellem disse s@tnin-
ger.

Tilsvarende skal de ved bevisfgrelse for setninger om specielle funktioner fx kunne

* forstd forskellen mellem at bevise “hvis” og “kun hvis” i den satning, der
siger, at en funktion er en eksponentiel udvikling, hvis og kun hvis dens graf
i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem er en ret linie.

Pa A-niveauet skal eleverne kunne magte mere krevende beviser, fx

¢ beviset for, at /2 er et irrationalt tal.

* beviset for, at metoden til lgsning af f@grsteordens differentialligninger ved
separation af de variable er korrekt.

Det indgar i kompetencen pa B- og A-niveau at kunne afggre, om et givet matema-
tisk reesonnement faktisk udggr et bevis. Eleverne skal séledes i simple situationer
veare i stand til at indse og forklare, om et givet resonnement udggr et korrekt bevis
for en given pastand. Eksempelvis kan elever fa opgaven

« at finde fejlen i et ukorrekt bevis og forklare, hvori det fejlagtige bestar.
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I mere komplicerede situationer kan der vare behov for at danne sig et overblik
over bevisfgrelsen, som fx

¢ pa B- eller A-niveau at kunne forstd en redeggrelse for, hvad der er de bz-
rende ideer i reesonnementerne i forbindelse med en generel behandling af
andengradspolynomiets graf, herunder toppunkt og rgdder.

Med til kompetencen hgrer desuden i simple situationer selv at kunne udtenke
matematiske reesonnementer, fx

* pa baggrund af et bevis for, at /2 er et irrationalt tal, at kunne raesonnere sig
frem til, at v/8 er et irrationalt tal, fordi

V8=V4-2=V4-V2=2-1V2
og produktet af et rationalt og et irrationalt tal er irrationalt.

* pé baggrund af et bevis for, at vinkelsummen i en trekant og en firkant er
henholdsvis 180° og 360°, at kunne udtenke et resonnement for, at vinkel-
summen i en n-kant er (n—2) - 180°.

* at skulle bevise, at summen af tre pa hinanden fglgende hele tal altid er de-
lelig med 3.

* at bevise, at kvadratet pa et lige tal igen er et lige tal, samt at kvadratet pa et
ulige tal igen er et ulige tal.

D.2.5 Reprasentationskompetence
Karakteristik

Pa alle tre gymnasiale niveauer bestar denne kompetence dels i at kunne forstd
(dvs. atkode, fortolke og skelne mellem) og betjene sig af forskellige slags repre-
sentationer af matematiske objekter, f&anomener, problemer eller situationer (her-
under symbolske, specielt algebraiske, visuelle, geometriske, grafiske, diagram-
matiske, tabelmassige eller verbale reprasentationer, men ogsa konkrete repree-
sentationer ved materielle objekter), dels i at kunne forsta de indbyrdes forbindel-
ser mellem forskellige representationsformer for det samme sagsforhold og have
kendskab til deres styrker og svagheder, herunder informationstab og -tilvaekst, dels
1 at kunne veelge blandt og oversette imellem forskellige reprasentationsformer for
et givet sagsforhold, alt efter situation og formal.
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Kommentar

Ligesom det var tilfeldet pa grundskolens afsluttende trin, er dekningsgraden her
ikke afgraenset i forhold til grundkarakteristikken i kapitel 4. Arbejdet med at
udvikle elevernes besiddelse af kompetencen bgr derfor fokusere pa andre ting,
jf. kommentarerne i afsnit D.1.1 (side 243).

Eksemplificering

Med hensyn til det at have kendskab til forskellige repreesentationsformer for de
matematiske begreber, der er centrale pa det pagaldende niveau, og at kunne fast-
leegge én type repreesentation ud fra en anden, handler det i forbindelse med arbej-
det med funktioner om at

kende forskellige reprasentationsformer, bl.a. regneforskrift, graf og tabel.

* kunne tegne en graf ud fra en regneforskrift eller en tabel.

kunne bestemme en regneforskrift for en eksponentiel udvikling ud fra en
passende tabel for funktionen.

* kunne give en verbal repra@sentation af en funktion i form af en sproglig
formulering af den sammenhang eller udvikling, funktionen beskriver.

Et andet eksempel — i forbindelse med arbejdet med geometri pa B- og A-niveauet
—er at kende til og kunne valge hensigtsmassigt mellem ligning, parameterfrem-
stilling og grafisk representation af en cirkel.

P4 B- og A-niveau er differentialkvotient et centralt begreb. Det indgar her i re-
praesentationskompetencen at kunne forsta og betjene sig af reprasentationsformer
som

* en tangenthaldning (altsa en repraesentation af geometrisk karakter).

» @ndringshastighed, fx med reference til erfaringer fra forskellige dagligdags
situationer som bilkgrsel, penge i banken etc.

» grenseverdien for en differenskvotient.

en funktionsverdi for den afledede funktion.

Kompetencen indebzrer ogsa at kunne valge den reprasentationsform og dertil
hgrende lgsningsstrategi, der er bedst egnet til en given opgave eller problemstil-
ling. I situationer, hvori der indgér en eller flere funktioner — pa C-niveauet typisk
i forbindelse med en konkret anvendelse — skal eleverne saledes kunne afggre, om
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analytisk eller grafisk lgsning er mest hensigtsmeaessig. P4 A-niveau hgrer det fx
med at kunne tage kvalificeret stilling til, om et bestemt integral i en given situa-
tion skal bestemmes ved analytiske, grafiske eller numeriske metoder.

I kompetencen indgar ogsa at have kendskab til de informationstab (eller infor-
mationstilvaekster), der optreeder ved valget af en bestemt representation. Fx skal
eleverne kende til den forskel i information, der ligger i, om man for en funktion
kender en regneforskrift eller kun en tabel over visse funktionsvardier.

D.2.6 Symbol- og formalismekompetence
Karakteristik

Pa alle tre gymnasiale niveauer bestar denne kompetence dels i at kunne afkode
symbol- og formelsprog, i at kunne oversette frem og tilbage mellem symbolhol-
digt matematisk sprog og naturligt sprog, og i at kunne behandle og betjene sig
af symbolholdige udsagn og udtryk, herunder formler. Dels i at have kendskab til
karakteren af og “spillereglerne” for formelle matematiske systemer (typisk aksio-
matiske teorier).

Pd A-niveauet udvides dekninsgraden ved, at eleverne ikke blot forventes at have
kendskab til, men ogsa indsigt i karakteren af og “spillereglerne” for formelle ma-
tematiske systemer.

Kommentar

I forhold til grundskolens afsluttende trin er deekningsgraden pa alle tre gymnasi-
ale niveauer under ét udvidet i kraft af pointeringen af, at de formelle matemati-
ske systemer, der er pa dagsordenen, typisk er aksiomatiske teorier. Desuden skal
eleverne ggre sig mere end eksemplariske erfaringer med forbindelsen mellem ra-
sonnementer generelt og beviser som specialtilfelde.

Den samlede karakteristik af deekningsgraden pa A-niveau er identisk med grund-
karakteristikken i kapitel 4.

Eksemplificering

Det at kunne overseette frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk sprog
og naturligt sprog kan komme til udtryk, nar opgaver skal forstas, hvad enten det
drejer sig om en prestruktureret tekstopgave (“grgftegraveropgave”), der skal om-
settes til et matematisk symbolholdigt udtryk, eller et matematisk resultat, der skal
beskrives i ord. Det kan fx dreje sig om at
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Alle: forstd, at den Pythagoraiske leresetning a® +b*> = ¢ i mere dagligdags ter-

mer udtrykker, at “i en retvinklet trekant er summen af kateternes kvadrater
er lig med hypotenusens kvadrat”, og at kunne benytte den Pythagoraiske
leresatning, uanset om trekantens sider hedder a, b og c eller e;.

Alle: bestemme forskriften for prisen som funktion af den kgrte distance, nér det
oplyses, at et taxaselskab har et startgebyr pa 12 kr. og en kilometertakst pa
3 kr.

B&A: kunne afggre, at ma@ngden {(x, y) ‘ y= (x — %)2 + % } beskriver alle punkter
pa parablen med ligningen y = (x — %)2 + %, og omvendt at kunne opskrive
ligningen for parablen med opadvendte grene, som har toppunkt i (1,2) og

1 som koefficient til andengradsleddet.

B&A: kunne udlede, at den af funktionerne f;,(x) = sin(x+»), hvor b € [0;27], som
i punktet O har veerdien 1, ma opfylde at f,(0) = sin(b) = 1, hvorfor b = 7/».

A: kunne oversette differentialligningen y' = a -y til, at veeksthastigheden er
proportional med y — ogsa i en ikladning, hvor y fx angiver stgrrelsen af en
population.

Som eksempler pa overszttelsesopgaver af “grgftegraverkarakter” kan vi naevne:

* “En kasse uden lag skal vaere 1,6 gange sa lang, som den er bred, og have
et bestemt rumfang. Hvordan skal kassen udformes, for at overfladearealet
bliver mindst muligt?”

¢ “Fra man far sin lgn, til man star med en vare i handen, betaler man fgrst ind-
komstskat og siden moms. Hvordan afth@nger den samlede skat, man betaler,
af indkomstskatte-procenten og moms-procenten?”’

Det at kunne behandle og betjene sig af symbolholdige udsagn og udtryk, herunder
formler, kommer i spil i arbejdet med formler, der kan benyttes i flere sammen-
henge ved at isolere en given stgrrelse. Fx skal eleverne kunne se, at sin(A) = ¢
indeholder tre formler, og kunne udnytte styrken ved dette -— herunder kunne be-
nytte formlen, uanset hvordan trekantens sider og vinkler er navngivet. Det anses
sdledes ikke pa C-niveauet for tilstraekkeligt blot at kunne arbejde instrumentelt

med formler.

Et kendskab til karakteren af og “spillereglerne” for formelle matematiske syste-
mer kan man fx arbejde med gennem

Alle: et forlgb i det aksiomatiske grundlag for den euklidiske geometri.

A: en aksiomatisk opbygning af vektorregningen.
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D.2.7 Kommunikationskompetence
Karakteristik

Pa alle tre gymnasiale niveauer bestar denne kompetence dels i at kunne seette sig
ind i og fortolke andres matematikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle ud-
sagn og “tekster”, dels i at kunne udtrykke sig pa forskellige mader og pa forskel-
lige niveauer af teoretisk eller teknisk pracision om matematikholdige anliggender,
skriftligt, mundtligt eller visuelt over for forskellige kategorier af modtagere.

Kommentar

Ligesom det var tilfeeldet pa grundskolens afsluttende trin, er dekningsgraden her
ikke afgraenset i forhold til grundkarakteristikken i kapitel 4. Arbejdet med at
udvikle elevernes besiddelse af kompetencen bgr derfor fokusere pa andre ting,
jf. kommentarerne i afsnit D.1.1 (side 243).

Eksemplificering

Indenfor undervisningens rammer handler det at kunne sette sig ind i og fortolke
andres matematikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle udsagn og “tekster”
om at kunne leese sedvanlig leerebogstekst samt andre tekster hvori der indgar ma-
tematik (bgger i matematikanvendende fag, avisartikler m.m.), at kunne forsté en
mundtlig forklaring fra en leerer og pa konstruktiv vis kunne “sende bolden til-
bage”, at kunne kommunikere meningsfuldt med klassekammerater i et gruppear-
bejde i en matematiktime osv.

En tenkt dialog mellem en lerer og en elev:

L: Ved et mgntkast er der to udfald: Plat og krone. Ser vi pa en symmetrisk
mgnt, er P(plat) = P(krone) = 1/5. Vi kaster denne mgnt. Hvad kan der ske?
Vi kan fa plat eller krone.

Kan mgnten ikke std pa hgjkant?
Jo, det kan den vel.

Men hvad er sandsynligheden for at den star pa hgjkant?

Da P(plat) = P(krone) = !/, og den samlede sandsynlighed for alle heendel-
ser skal vere 1, sd ma det ske med sandsynlighed 0.

L: Vil det sige, at det ikke kan ske alligevel?

E: Jo, men sandsynligheden vil vere forsvindende lille.
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L: Men alligevel: Den samlede sandsynlighed for alle hendelser bliver da stgrre
end 1, og det kan den ikke.

E: I virkeligheden kan mgnten godt std pa hgjkant, men ikke i den model, vi
benytter til at beskrive virkeligheden.

Et opleeg til skriftlig kommunikation pa flere niveauer findes i dette eksempel:

* Anskaf det nyeste tilbudsmateriale om Den Store Danske Encyklopadi. Ne-
denfor er anfgrt forskellige priser og betalingsmader:
A. Udgaven i blat helbind: 70 mdl. rater 4 228, 57kr. = 16 000kr.
B. Udgaven i s@rindbinding: 70 mdl. rater 4 285, 71kr. = 20000ksr.
C. Kontant betaling: Dette giver ret til serindbinding.

Forestil dig, at du arbejder ved Danmarks Nationalleksikon. Du har faet til
opgave at udarbejde en skrivelse til alle boghandlere her i landet.

Skrivelsen skal sztte boghandleren og ekspedienterne i stand til at give en
mulig kgber af Encyklopadien en fyldestggrende gkonomisk vejledning og
skal indeholde

1. enregnearksudskrift af relevante beregninger — den skal veere forstaelig
for boghandleren.
2. en tekst, der indeholder konklusionerne fra regnearket — den skal vare
forstéelig for ekspedienten, som jo skal radgive kunden.
Skrivelsen skal desuden indeholde svar pa fglgende spgrgsmal:
1. Hvad er nutidsverdien af de 16000 kr. i betalingsméden A og de 20000
kr.iB?

2. Hvor stort et engangsbelgb er det ngdvendigt at s@tte i banken for, at
dette belgb netop kan betale de 70 mdl. rater?

3. Hvad kan bedst betale sig ved kgb af udgaven i s@rindbinding:

(a) Atlane 16000 kr. i banken til kontant betaling?
(b) At betale 20000 kr. over 70 méanedlige rater?

(c) Atbetale 16000 kr. kontant eller sette pengene i banken og betale
16000 kr. over 70 rater?

D.2.8 Hjzlpemiddelkompetence
Karakteristik

Pa alle tre gymnasiale niveauer bestar denne kompetence dels i at have kendskab
til eksistensen og egenskaberne ved diverse former for relevante redskaber til brug
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for matematisk virksomhed og have indblik i deres muligheder og begreensninger
i forskellige slags situationer, dels i at vere i stand til pa reflekteret vis at betjene
sig af sadanne hjelpemidler.

Kommentar

Ligesom det var tilfeldet pa grundskolens afsluttende trin, er dekningsgraden her
ikke afgraenset i forhold til grundkarakteristikken i kapitel 4. Arbejdet med at
udvikle elevernes besiddelse af kompetencen bgr derfor fokusere pa andre ting,
jf. kommentarerne 1 afsnit D.1.1 (side 243).

De basale hjelpemidler pa det gymnasiale niveau er lommeregnere, grafregnere,
tekniske papirer og tabeller. Herudover kan regneark, grafiske tegneprogrammer,
CAS-vearktgjer og anden computersoftware komme pa tale.

Hjzlpemiddelkompetencen gér ofte hand i hand med andre kompetencer, fx pro-
blembehandlingskompetencen, ikke blot som en kontrol af, at man har regnet rig-
tigt, men som en hjelp, hvis problembehandlingskompetencen skulle svigte.

Desuden kraver brugen af hjelpemidler, at man kan reprasentere problemet og
de indgdende matematiske objekter pa en made, der giver mening i relation til det
aktuelle hjelpemiddel.

Eksemplificering

De nedenstaende eksempler belyser de forskellige sider af hjelpemiddelkompeten-
cen: Kendskab til eksistens og egenskaber, indsigt i muligheder og begransninger
samt en reflekteret betjening af hjelpemidlet.

¢ To sammenhgrende data st skal undersgges for lineeer sammenhang. Pa
C-niveauet vil en typisk tilgang vere at plotte datapunkterne pa et millime-
terpapir og med en lineal forsgge at indlegge bedste rette linje gennem data-
punkterne, hvorefter “regressionslinjens” ligning bestemmes ved afl&sning
(fx af to punkter).

P4 B-niveauet vil data typisk blive tastet ind i en grafregner, der sa vil give
regressionslinjens ligning og en korrelationskoefficient. Dette vil dog ikke
anses for at vere en tilstreekkelig modelkontrol, hvorfor datapunkterne ma
plottes i millimeterpapir — eller der ma foretages en kontrol af residualerne.

* Elever pa B-og A-niveau ma forventes at veere fortrolig med forskellen pa en
funktions graf og det billede af grafen, der vises pa en grafregner — herunder
forstd, hvorfor grafen for funktionen sin(ax) for visse veerdier af a og i visse
vinduer fremstar som en ret linje pa grafregnerens display.
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¢ Hvad er summen af tallene fra 1 til 100? Den velkendte metode er:
14+2+...4994+100 = (1+100) + (2+99) + ... =50-101 = 5050

Prgver man pa en lommeregner, far man med sikkerhed et svar, men ingen
forstéelse af, hvorfor svaret maske er korrekt.

Ofte sker en kontrol af en lommeregnerberegning ved at gentage beregnin-
gen, indtil man far et resultat, man har haft tidligere. Den reflekterede betje-
ning ma da give anledning til, at enten er beregningen korrekt, eller ogsa er
den samme fejl lavet to gange.

* [ forbindelse med ligningslgsning er der flere redskaber at vaelge blandt: Mil-
limeterpapir, tekniske papirer, tabeller, grafregnere og CAS-varktgijer. Et re-
flekteret valg af redskab forudsetter kendskab til hver type hjelpemiddels
muligheder og begraensninger.

Ligningen x*> = v/x2 4+ 6 fgrer ved almindelig beregning til en fjerdegrads-
ligning, men denne kan ved substitution omformes til en andengradsligning
og lgses med standardmetoder. Grafisk Igsning af denne ligning kraever ind-
fgrelse af to funktioner, f(x) = x> og g(x) = V/x2 +6, hvis grafer tegnes
i samme koordinatsystem. Lgsningerne findes som x-koordinaten til skee-
ringspunkterne mellem de to grafer.

For visse ligningers vedkommende lettes arbejdet betydeligt af en grafreg-
ner — maske endda med en indbygget numerisk ligningslgser. Dog ma der
alligevel ofte kombineres med en grafisk illustration, bl.a. til bestemmelse af
startvaerdier for de numeriske algoritmer.

For at Igse ligningen x*> = v/x2 + 6 pé en grafregner, indtastes funktioner sva-
rende til f(x) = x* og g(x) = V/x2 +6, og graferne tegnes. Herefter benyttes
grafregnerens verktgj til bestemmelse af skaeringspunkter mellem to grafer.
Der er dog intet til hinder for at indtegne grafen for (f — g)(x) og benytte
grafregnerens varktgj til nulpunktsbestemmelse. Sidstn@vnte metode vil al-
mindeligvis ikke vaere hensigtsmassig, hvis der benyttes millimeterpapir til
graftegningen.

Er grafregneren udstyret med en ligningslgser, indtastes ligningen pa den
kraevede form (fx f(x) = g(x) eller 0 = f(x) — g(x), og der gives en start-
veerdi (fx fundet ved en grafisk illustration), hvorefter ligningslgseren startes.
Der ma forventes et vist kendskab til den algoritme, grafregneren benytter,
sa eleverne kan forklare, hvad der gar galt, hvis ingen eller en forkert Igsning
bestemmes af algoritmen.

Ikke alle ligninger egner sig til lgsning med grafregnere. Fx hvis normal-
fordelingsfunktionen indgér i ligningen, vil et normalfordelingspapir veere
det oplagte valg, og hvis binomialfordelingen indgér, vil en tabel veare det
oplagte valg. I sidstn@vnte tilfeelde kan man dog lade grafregneren generere
tabellen.
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Selv med CAS-varktgjernes symbolske ligningslgsere til radighed kan man
ikke undgé den grafiske tilgang. En ligning som fx x?> = 2* vil give problemer
for de fleste CAS-varktgjer, og selvom et symbolsk resultat skulle opnas, vil
det veere uforstaeligt pa det gymnasiale niveau.

D.3 Overblik og dsmmekraft vedrerende matematik som
fagomrade i det almene gymnasium

Som tidligere navnt er det en central bestrebelse for dette projekt at bidrage til
at mindske problemer med utilstrekkelig sammenhang mellem de forskellige ni-
veauer og trin 1 matematikundervisningen. I den forbindelse er det — ikke mindst i
forhold til uddannelser, som skal indgé i symbiose med andre uddannelser — afgg-
rende at undga, at undervisningens “toning” skifter s markant fra et niveau til et
andet, at man ikke kan genkende det som malet med den samme “palet”. En sddan
situation fremprovokeres let, hvis der undervejs i en udvikling pludselig bringes
helt nye “grundfarver” i spil. S& er det bedre fra starten at have alle “grundfar-
verne” med pé “paletten” og vaere bevidst om, at nogle af farverne til en start mest
er med netop for fuldkommenhedens skyld og derfor skal bruges med varsomhed.

Nar vi veelger at fastholde de forskellige former for overblik og dgmmekraft i ka-
rakteristikken af alle de tre gymnasiale matematikniveauer, er det séledes primeert
for at fastholde lereren og andre medtilretteleeggeres opmeaerksomhed pé, at det
pa alle niveauer og trin ggr en forskel, om de perspektiver pa matematik, som der
her er tale om, ggres til genstand for udtrykkelig behandling, refleksion og artiku-
lation, ndr lejligheden byder sig. Sddanne metafaglige diskussioner er velegnede
som trening i at kunne “have sig op over” de mange konkrete erfaringer, man ggr
sig undervejs i undervisningen, og en saddan generel evne til at kunne operere pa
flere vidensniveauer er en forudsatning for ad are at udvikle bevidst og artikuleret
overblik og dgmmekraft som dem vi her beskaftiger os med, jf. kommentarerne i
afsnit 4.5 (side 66).

Omvendt vil det vaere omsonst at gennemfgre metafaglige diskussioner som dem,
der opfordres til ovenfor, hvis ikke eleverne kan fgre sadanne diskussioner tilbage
til en lang rekke konkrete erfaringer, som de har erhvervet i arbejdet med at udvikle
de otte kompetencer.

Der ligger derfor en spendende udfordring i lgbende at vurdere, hvornér der skal
arbejdes konkret med sigte pa udvikling af kompetencerne, og hvornar der skal
initiativ til metafaglige diskussioner med sigte pa udviklingen af de forskellige
former for overblik og dgmmekraft.

Den tztte kobling mellem kompetenceudvikling og udvikling af overblik og dgm-
mekraft er baggrunden for, at vi nedenfor ngjes med at nevne ganske fa eksempler
og i stedet her leegger op til at generere utallige andre ved for hver gruppe af kom-
petenceeksempler at stille sig selv spgrgsmalet: “Er nogle af disse eksempler —
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eller omformuleringer heraf — velegnede som erfaringsgrundlag for at kunne dis-
kutere nogle af spgrgsmaélene i afsnit 4.5 eller forlengelser heraf, og er her og nu
et passende tidspunkt for en sadan diskussion?”

D.3.1 Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisom-
rader

Karakteristik

Pad alle tre gymnasiale niveauer er genstanden for denne form for overblik og dgm-
mekraft den faktiske anvendelse af matematik til udenomsmatematiske formal in-
den for omrader af dagligdags, samfundsmessig eller videnskabelig betydning.
Denne anvendelse kommer i stand og til udtryk gennem bygningen og udnyttelsen
af matematiske modeller.

P4 de gymnasiale niveauer bestar en vigtig del af udfordringen her i at sikre, at
eleverne fér et kendskab til centrale, faktiske anvendelser af matematik i nogle af de
fag, der hgrer til den pagaldende ungdomsuddannelse, samt kendskab til udvalgte,
autentiske matematikanvendelser af samfundsmassig betydning.

Eleverne skal herigennem udvikle en viden om og en forstéelse af, at matematik har
mange vasentlige anvendelser, og de skal kende nogle karakteristiske eksempler
pé, hvordan matematik rent faktisk anvendes, og hvilken betydning det har.

Kommentar

Karakteristikken her svarer til de mere overgribende dele (modelleringskompe-
tence er ogsa til dels omfattet i bekendtggrelsesteksten) af intentionerne bag indfg-
relsen af “Modelaspektet”, der er beskrevet i den pt. geldende bekendtggrelse for
gymnasiet.

Eksemplificering

Eleverne kan eksempelvis fa kendskab til anvendelse af
* matematiske vaekstmodeller til beskrivelse af populationers vakst i biologi.
* logaritmer i forbindelse med syrer og baser i kemi.
* differential- og integralregning i arbejdet med kinematik og dynamik i fysik.
Matematikanvendelse af samfundsmassig betydning kan eleverne fx mgde ved
* analyse af avisartikler, hvori der optreeder anvendelse af matematik.

* beskaftigelse med politiske vaerktgjer som de nationalgkonomiske modeller
ADAM og SMEC.
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D.3.2 Matematikkens historiske udvikling, savel internt som i sam-
fundsmaessig belysning

Karakteristik

Pa alle tre gymnasiale niveauer er genstanden for denne form for overblik og dgm-
mekraft det forhold, at matematikken har udviklet sig i tid og rum, i kultur og
samfund.

I den almentgymnasiale matematikundervisning skal eleverne erhverve et kend-
skab til den historiske udvikling inden for udvalgte dele af den matematik, der i
gvrigt arbejdes med pa det pageldende niveau. De centrale drivkraefter i den histo-
riske udvikling skal diskuteres, herunder pavirkningen fra forskellige anvendelses-
omréader.

Eleverne skal herigennem udvikle en viden om og en forstaelse af, at matematikken
er menneskeskabt og rent faktisk har gennemgéet en historisk udvikling — og ikke
blot er noget, der altid har veeret der eller pludselig er opstaet ud af den bl4 luft.

Kommentar

Karakteristikken her svarer til intentionerne bag indfgrelsen af “Det historiske
aspekt”, der er beskrevet i den pt. geldende bekendtggrelse for gymnasiet.

Eksemplificering

Arbejdet med matematikkens historiske udvikling kan inddrages som perspektive-
ring af et hovedemne eller i s@rskilte undervisningsforlgb. I forbindelse med emnet
Tal kan man fx inddrage talbegreb og talanvendelse i det gamle Egypten, Babylon
eller Grakenland.

Ligeledes kan man — pa B- og A-niveau som pensum p.t. er fastlagt — eksempelvis
beskaftige sige med logaritmernes historie og med analysens tidlige historie, evt.
med anvendelse af historisk kildemateriale.

Af andre mere moderne emner til belysning af matematikkens historiske udvikling
kan navnes:

 “Fraktaler — hvorfor blev de pludselig sa interessante?”

* “Fermats sidste se&tning — hvorfor blev den fgrst bevist for nylig?”’

* “Primtallene — hvordan ren matematik pludselig bliver til anvendt matema-
tik, og hvorfor det er fornuftigt at investere i grundforskning.”
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D.3.3 Matematikkens karakter som fagomrade
Karakteristik

Som fagomrade har matematikken sine egne karakteristika. Det er disse karakte-
ristika, der pd alle tre gymnasiale niveauer er genstand for den foreliggende type
overblik og dgmmekraft. Nogle karakteristika har matematikken tilfeelles med an-
dre fagomrader, andre er den ret alene om.

Eleverne skal erhverve en forstaelse af, hvilke problemstillinger og metoder, der
er karakteristiske for faget matematik. Specielt pa A-niveauet leegges der vaegt pa,
at eleverne opnar en forstaelse af matematikfagets serlige karakter og struktur,
herunder aksiomatisk-deduktive teoriopbygninger.

Kommentar

Pa alle tre niveauer skal eleverne opna et kendskab til og en forstaelse af, hvordan
matematiske teorier er opbygget, specielt om bevisers rolle og betydning. Arbejdet
med denne form for overblik og dgmmekraft vil derfor blandt de otte kompetencer
ikke mindst ligge taet op ad arbejdet med at udvikle symbol- og formalismekompe-
tence. Desuden skaber vegten pa forstaelse af karakteristiske problemstillinger og
metoder et naturligt slegtsskab med udviklingen af tankegangskompetence.

Karakteristikken her svarer saledes til de mere overgribende dele af intentionerne
bag indfgrelsen af aspektet “Matematikkens indre struktur”, der er beskrevet i den
pt. geldende bekendtggrelse for gymnasiet.

Eksemplificering
Et selvstendigt forlgb kan fx dreje sig om
* det induktive vs. det deduktive princip.

« forskellige typer af beviser.

» grundlaget for en eller flere matematiske teoribygninger.

Eventuelt kan den historiske udvikling af et emne inddrages, fx udviklingen af
grundlaget for differential- og integralregningen.
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E Gastronomuddannelsen som
eksempel pa en erhvervsuddannelse
uden formaliseret
matematikundervisning

E.1 Generelle kommentarer

Gastronomuddannelsen! er en overordnet betegnelse, som dakker over specialerne
kok, cater og smgrrebrgdsjomfru, som fglges pa grundforlgbet og den efterfgl-
gende fgrste skoleperiode. Herefter deles eleverne efter deres speciale. Kokkeud-
dannelsen er den lengstvarende med en uddannelsestid pa fire ar. I uddannelsen
er der ingen obligatorisk matematikundervisning, men der er levn fra tidligere ti-
ders “levnedsmiddelregning”. Under EFG-systemet frem til 1991 var regning og
kalkulation et obligatorisk fag for alle levnedsmiddeluddannelserne. Det indeholdt
almindelig talbehandling, procentregning, omregning af opskrifter, svind, koncen-
tration, neringsdeklarationer, penge og gkonomi samt forskellige former for kal-
kulationer.

En dygtig gastronom er selvfglgelig i besiddelser af nogle matematiske kompeten-
cer, der ggr ham i stand til kgbe ind, producere og s@lge mest fordelagtigt og i
stgrst mulig overensstemmelse med malgruppen. I branchen er det en vigtig kom-
petence at kunne beregne de rette mangder, ogsa nar der skal laves mad til store
selskaber, samt kunne lave menuer, hvor der tages hensyn til sesonvarer. Ligeledes
er det vigtigt, at gastronomen kan kalkulere den rette kostpris, s& varen far den ngd-
vendige salgspris. Herudover er det vasentligt at kunne tolke naringsdeklarationer
og have et vist kendskab til kostberegning. Hvis kokken vil vare kgkkenchef, er
matematiske kompetencer, der understgtter kendskab og forstaelse for gkonomiske
sammenha@nge og modeller, endnu vasentligere.

De matematiske kompetencer kommer hos gastronomen til udtryk i hans/hendes
evne til at handle rigtigt, nar de praktiske opgaver skal lgses. Kan han/hun ikke
omregne opskrifter til et hvilket som helst antal, ja sa bliver der produceret alt for
meget eller for lidt. Kan han/hun ikke beregne den ggede tid, der skal beregnes ved

1Ud over arbejdsgruppen har Marianne Nissen pa afggrende made bidraget til skabelsen af dette
kapitel.
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store portioner, bliver maden ikke ferdig til tiden, eller den skal holdes varm for
lenge. Kalkulerer han/hun en forkert pris, er der ingen fortjeneste, eller han/hun
kan ikke s@lge sin vare. Har han/hun beregnet et forkert forhold mellem ingredi-
enserne, gar det ud over smagen.

I uddannelsen undervises der ikke eksplicit i matematik, men matematikken ind-
drages, nar problemerne opstar, og man mangler de umiddelbare redskaber, der
skal til for at Igse dem. Der gés ikke i dybden med de matematiske aspekter af
problemstillingen, men anvises i stedet en metode, som branchen bruger til at Igse
problemet.

Pa gastronomuddannelsen bestar tankegangskompetence i at vere klar over, at der
skal anvendes matematik for at lgse problemet. I sin mest simple form kan den
komme til udtryk ved, at der gribes efter lommeregneren.

Problembehandlingskompetence bestar i at kunne formulere, afgreense og preaci-
sere anvendte matematiske problemer, der hgrer hjemme i branchen, men ogsé at
kunne lgse dem i feerdigformuleret form. Det galder bade egne og andres.

Modelleringskompetence bestér for gastronomen i at anvende de simple matema-
tiske modeller, der findes inden for branchen. Desuden er det vigtigt at kende mo-
dellernes begrensninger, kende foruds@tningerne samt kunne vurdere validiteten
af de resultater, som brugen af modellerne giver.

Reesonnementskompetence kommer kun til udtryk i uddannelsen i form af logiske
raesonnementer, der skal fremme forstaelsen for sammenhange, der er af betydning
for at handle hensigtsmeessigt.

I uddannelsen kommer repreesentationskompetence isar til udfoldelse i forhold til
almindelig talbehandling og de fire regningsarter, og i omgangen med tabeller, di-
agrammer og grafer. Kommer den til udtryk, er det mest som en overfladisk forsta-
else af reprasentationen.

I forbindelse med almindelig talbehandling kommer symbol- og formalismekom-
petence til udtryk, nar der settes rigtigt ind i formlerne, og den efterfglgende ud-
regning udfgres korrekt. Desuden udtrykkes denne kompetence i evnen til at kunne
forsta resultatet.

Hos gastronomen kommer kommunikationskompetence til udtryk mellem fagfeel-
ler, nar de brancheorienterede beregningsmader diskuteres. Det er ikke en kommu-
nikation om eller med matematik, snarere en kommunikation, hvor matematiske
elementer indgar som fglge af, at de ligger implicit i det, der kommunikeres om.

For gastronomen er hjelpemiddelkompetence et kendskab til lommeregneren, reg-
neark og kalkulationsark. Kompetencen afspejler sig ved, at de bruges og bruges
rigtigt, ikke ved et avanceret kendskab til, hvad disse hjelpemidler har af mulighe-
der i en bredere sammenhang.
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E.2 Matematiske kompetencer i gastronomuddannelsen

E.2.1 Tankegangskompetence
Karakteristik

Pa gastronomuddannelsen bestar denne kompetence i at vaere klar over, at der skal
anvendes matematik for at lgse et givet problem. I sin mest simple form kan den
komme til udtryk ved, at der gribes efter lommeregneren.

Kommentar

Pa gastronomuddannelsen udgves tankegangskompetence mest pa helt elementaert
niveau, og der er ikke tale om, at eleverne skal kunne den matematiske terminologi,
eller om at de arbejder med “rene” omrader. Det er anvendelsesorienteret, og det
er erfaringen, der danner baggrund for en udvidelse af den kompetence, eleverne
kommer med.

Der er pa ingen méade tale om at kunne forstd matematiske begrebers rekkevidde
og begrensning, ej heller at kunne skelne, hverken passivt eller aktivt, mellem
forskellige slags matematiske udsagn eller pastande.

Eksemplificering

Til illustration af tankegangskompetence inden for omradet kan fglgende navnes:

L: “Du har en opskrift beregnet til 4 personer, men du skal lave retten til 10
personer.”

E: “Der skal laves mad til flere — hvor mange gange skal man sa tage 4 portioner
for at have til 10 personer? Det kan regnes ud ved hjelp af en division. Svaret
ma blive en faktor.”

L: “Du skal bruge 400 gram rensede champignoner til din ret. Hvor meget skal
du sa starte med, nar svindprocenten for champignon er 20?”

E: “Der skal bruges procentregning”.

E.2.2 Problembehandlingskompetence
Karakteristik

Pa gastronomuddannelsen bestar denne kompetence dels i at kunne formulere, af-
grense og precisere “anvendte” matematiske problemer, der hgrer hjemme i bran-
chen, “4bne” savel som “lukkede”, dels i at kunne lgse siddanne problemer i fer-
digformuleret form, egne sével som andres.
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Kommentar

De anvendte matematiske opgaver, som er indeholdt i gastronomuddannelsen, kan
ofte lgses ved hjelp af rutinepreegede faerdigheder, idet der er givne metoder til at
Igse disse opgaver. For eksempel lgses kalkulationsproblemer som de ovennavnte
vha. et kalkulationsark, som omhyggeligt er udviklet med henblik pa at ggre de
mange kalkulationer si uproblematiske som muligt for gastronomen. Som oftest
skal gastronomeleverne imidlertid udvikle sig, fgr de opnar et sddant forhold til de
forskellige kalkulationer, og for at en sadan udvikling finder sted, kraeves et vist
mal af problembehandlingskompetence.

Man kan séledes sige, at det er en del af gastronomuddannelsen at mindske elever-
nes behov for en veludviklet matematisk problembehandlingskompetence, hvilket
bla. sker gennem udvikling af deres modellerings- og hjelpemiddelkompetence,
jf. nedenfor.

Eksemplificering

Kostberegning er en vesentlig del af alle levnedsmiddeluddannelser. At finde ener-
giindholdet pr. 100 g af en ret og lave en energifordeling pa samme ret er en tilba-
gevendende udfordring. Da eleverne prasenteres for metoder til at handtere denne
udfordring, er det et eksempel pa noget, som eleverne gerne i Igbet af uddannelsen
skulle holde op med at opleve problematisk.

En mere regulert problemfyldt vinkel fés, hvis der skal laves en ret med et bestemt
energiindhold og en bestemt energifordeling. Her kan der angives flere lgsnings-
muligheder, og det overlades til eleverne at vaelge den bedste strategi.

Et meget abent anvendelsesorienteret problem for gastronomen kunne vare:

* “ Du skal lave maden til et svendegilde — du har 2000 kr. at bruge af — der
kommer 40 gaster. Find og omregn opskrifter, lav en varebestilling og kal-
kuler en kostpris”.

E.2.3 Modelleringskompetence
Karakteristik

Pa gastronomuddannelsen bestar denne kompetence dels i at anvende de simple
matematiske modeller, der findes inden for branchen, dels i at kende disse mo-
dellers foruds@tninger og begraensninger, for pa den baggrund at kunne vurdere
validiteten af modelresultaterne.
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Kommentar

Modelleringskompetence hos gastronomen udtrykkes ikke som evnen til at vurdere
brugen af matematik i modellerne, men som en evne til at anvende modellerne til
at lgse et praktisk problem. Modellerne er i hovedsagen foreskrivende, snarere end
beskrivende. Modelanvendelsen omfatter validering af den faerdige model i forhold
til de praktiske erfaringer, man har fra omradet. Derimod fordres det ikke at gastro-
nomen kan styre de mere overblikskrevende afsluttende dele af modelleringspro-
cessen, som i grundkarakteristikken pa side 52 er beskrevet med tre komponenter:
Kritisk analyse af modellen, kommunikation med andre om selve modellen samt
overblik over og styring af den samlede modelleringsproces.

Eksemplificering

I forbindelse med den fgrnavnte “mad til mange-problematik™ er det vigtigt, at
en gastronom kan beregne mangden ret ngje, idet hele kgkkenets rentabilitet er
athangig heraf. Til at handtere problematikken er der lavet en model, hvor man
bruger en faktor, der fremkommer som et produkt af den almindelige omregnings-
faktor for en opskrift og et forholdstal baseret pa kgdmangden i opskriften og en
tabelverdi for kgdtypen. Der findes tabeller over, hvor mange gram af forskellige
slags k@d der skal bruges pr. person til bestemte retter. Det er oftest angivet som et
interval, og det er sa op til kokken at skgnne, hvor i intervallet man skal legge sig i
forhold til de gester, der skal serveres for. Denne kgdmengde pr. person bliver sa
udslagsgivende for den faktor, man kommer frem til. Lad os illustrere med et mere
konkret eksempel:

* I en opskrift pd Bgf Stroganoff til fire personer er kgdmangden angivet til
600 g okseinderlar. Der skal fremstilles 40 portioner af retten. Ifglge en tabel
beregner man 75-150 g pr. person i en sammenkogt ret. Da det er en del af
en to-retters menu, og der er tale om voksne i 40-50 &rs alderen uden hardt
fysisk arbejde, vaelges en maengde pa 100 g pr. person. Det giver fglgende
omregningsfaktor, nar der skal laves Bgf Stroganoff til 40 personer:

Den almindelige omregningsfaktor er 49/4, men ved store mengder ind-
gar vurdering pad kgdmaengde. Med udgangspunktet 100 g ville det be-
tyde, at i opskriften til 4 personer ville kédmengden udggre 400 g i stedet
for 600 g. De gvrige ingredienser skal @ndres med samme faktor; 400/g00.
Denne brgkdel indregnes, hvorved omregningsfaktoren til 40 personer bli-
ver 40/4-400/s00 = 6,7. Inddragelsen af kgdmeengdefaktoren i modellen ggr
altsd, at omregningsfaktoren reduceres fra 10 til 6,7.

I praksis er det ikke muligt ngjagtigt at beregne den mangde, der spises ved
sé store antal. Omregningsfaktoren afrundes derfor til nermeste hele tal, i
eksemplet her 7. Hvis retten er en del af en endnu stgrre menu, fratrekkes
yderligere 20%.
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Ingredienser som krydderier og salt bgr ikke tilsattes ukritisk pa en gang, da de
omregnede mangder i nogle tilfelde kan vare for store. Retten krydres derfor ved
tilsmagning lidt efter lidt, hvilket er et eksempel pa, at modelleringskompetence
pé gastronomuddannelsen ogsa omfatter forstéelse for modellens begrensning og
dens validitet.

E.2.4 Rasonnementskompetence
Karakteristik

Pa gastronomuddannelsen kommer denne kompetence kun til udtryk i form af
logiske resonnementer, der skal fremme forstaelsen for sammenhange, der er af
betydning for at handle hensigtsmassigt.

Kommentar

Pa gastronomuddannelsen vil resonnementerne vare konkrete eller intuitive. Der
er ikke tale om formel bevisfgrelse af nogen art. Der kan veare tale om at efterprove
nogle pastande/argumenter og efterfglgende drage sammenligninger.

Eksemplificering

Der kan vere tale om simple reesonnementer af typen:

* Hvis en opskrift til 4 personer giver en rest, giver opskriften omregnet til 100
personer 25 gange sd meget til rest. Altsd ma vi anvende en alternativ model
for at lave “mad til mange”.

* At kgbe friske ravarer uden for sason, hvor de er dyrere, giver en hgjere
kostpris, som medfgrer en hgjere salgspris eller en mindre fortjeneste. Altsa
er en menu afpasset efter arstiderne mest rentabel.

* Et mindre svind under rensning, tilberedning og opbevaring giver en mindre
kostpris, som giver en lavere salgspris eller en stgrre fortjeneste. Altsa er det
i egen interesse at arbejde pa at nedbringe de forskellige former for svind.

Matematikken kan maske vere lidt sveer at fa gje pd, fordi den her har en kvalitativ
form, men det er matematikken, eller rettere de matematiske beregninger, man i
konkrete situationer kan lave for at anskueligggre disse sammenhange, der vil bere
argumentationen.
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E.2.5 Reprasentationskompetence
Karakteristik

Pa gastronomuddannelsen kommer denne kompetence primert til udfoldelse i for-
bindelse med almindelig talbehandling og de fire regningsarter samt i omgangen
med tabeller, diagrammer og grafer. Hvis kompetencen kommer til udtryk herudo-
ver, er det mest som en overfladisk forstaelse af reprasentationen.

Kommentar

Gastronomen betjener sig i hgj grad af tabeller af forskellig slags. De tjener til at
ggre de daglige beregninger og kalkulationer nemmere. For gastronomen repra-
senterer disse tabeller jo stgrrelser, han/hun kender fra det daglige arbejde, og som
han/hun er ngdt til at tage hgjde for — fx svind.

Eksemplificering

I forbindelser med mengdeangivelser er der udarbejdet diverse tabeller over portio-
nering, ligesom der findes tabeller over rensesvind, tilberedningssvind og rggsvind
for de forskellige typer ravarer. Herudover er der tabeller, der omregner en svind-
procent til en omregningsfaktor, hvis man skulle have glemt hvordan. Udgvelsen af
representationskompetence ligger i, at gastronomen er i stand til at anvende omreg-
ningsfaktoren (som jo reprasenterer svindet), nar han/hun laver sine kalkulationer
og det praktiske arbejde. Lad os se pa et konkret eksempel:

* “Beregn indkgbsmangden af hel torsk, nar den serveringsklare portion skal
veere pa 125 g. Der regnes med

— udskeringssvind pa 10%.
— kogesvind pa 15%.
— bensvind pa 30%.

Disse tre svindprocenter omsettes i tabellen til omregningsfaktorer pa hen-
holdsvis 1,11, 1,18 og 1,43, hvilket er en hensigtsmassig reprasentation,
nar indkgbet pr. portion skal beregnes. I dette tilfeelde fas 125 g-1,11-1,18-
1,43 =234 ¢g.

Et andet eksempel pa udfoldelse af repraesentationskompetence er, nar gastrono-
men kan forsta, at energifordelingen i procent for en given ret kan reprasenteres
ved et lagkagediagram, og han/hun ud fra diagrammet kan drage de rette konklu-
sioner om retten.
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E.2.6 Symbol- og formalismekompetence
Karakteristik

Pa gastronomuddannelsen bestar denne kompetence i almindelig talbehandling,
samt i at kunne handtere de formler, der bruges i uddannelsen, hvilket her ind-
befatter det at satte rigtigt ind i formlerne, udfgre en korrekt udregning med de
indsatte tal og kunne forsta resultatet.

Kommentar

Symbol- og formalismekompetence kommer kun til udtryk i begrenset omfang,
nemlig i forbindelse med “afkodning” af simple formler. Formlerne bruges som de
er — verdier indsattes og en beregning gennemfg@res. Manipulation med og indsigt
i karakteren af formlerne kommer ikke til udtryk. I brugen af formler vil man ofte
se ordene skrevet i sin helhed og ikke som symboler for de forskellige stgrrelser,
der arbejdes med.

En “oversattelse” kommer til udtryk, nar et kalkulationsskema med en masse tal
og beregninger skal forklares til menigmand, sa han/hun forstar, hvorfor retten skal
koste s& meget.

Eksemplificering
De fglgende formler er eksemplariske bade mht. indhold og form:

» omregningsfaktor = vagt fgr svind : vegt efter svind
 omregningsfaktor = 1 : (1 — svindprocent omsat til decimaltal))
* kostpris = indkgbspris - omregningsfaktor

* kostpris = bruttosalgspris : bruttofaktor

De tre fgrstnaevnte formler refererer til problemstillinger, som tidligere har veret
omtalt. Den sidstn@vnte formel er et udtryk for det forhold, at man ved en given
markedspris (bruttosalgspris) og en given dekningsgrad (bruttofaktor) kan beregne
den maksimale kostpris.

E.2.7 Kommunikationskompetence
Karakteristik

Pa gastronomuddannelsen bestar denne kompetence i at kunne diskutere de bran-
cheorienterede beregningsmader med fagfeller. Det gelder, bade nér der er tale
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om skriftligt nedfeeldede beregninger, og nar kommunikationen udelukkende fore-
gar mundtligt.

Kommentar

Det er i det vesentlige ikke tale om en kommunikation eksplicit om eller med
matematik, snarere en kommunikation, hvor matematiske elementer indgér som
folge af, at de ligger implicit i det, der kommunikeres om.

Eksemplificering

For en gastronom kan et matematikholdigt skrift fx vere et virksomhedsregnskab
eller en kalkulation lavet i kgkkenet nedfzldet pa et beregningsark.

Branchen benytter sig som fgr nevnt af begrebet “bruttofaktor” som et udtryk
for, hvor mange gange stgrre bruttosalgsprisen skal vare i forhold til kostprisen.
Denne faktor giver anledning til megen matematikholdig kommunikation, fx med
udgangspunkt i det at faktoren er forskellig efter hvilken type forretning, man har.
I en restaurant skal der tages hgjde for moms, betjening og evt. sociale ydelser
samt den dekningsgrad, der er ngdvendig for at dekke de faste udgifter. I en kan-
tine er betalingen til betjeningen en anden, og de har derfor en anden bruttofaktor.
Desuden @ndrer faktoren sig, nar overenskomsterne giver anledning til Ignstigning
i branchen, eller lovgivningen @ndrer pa de sociale ydelser, arbejdsgiverne skal
betale.

E.2.8 Hj®lpemiddelkompetence
Karakteristik

Pa gastronomuddannelsen bestar denne kompetence i at kunne bruge lommereg-
ner, regneark og kalkulationsark.

Kommentar

I forhold til de nzevnte hjelpemidler er der i alt veesentligt tale om, at brugen foregar
inden for kendte og med tiden velafprgvede rammer. Eleverne bliver saledes ikke
udfordret i forhold til, hvad disse hjelpemidler i gvrigt har af muligheder.

Lommeregneren er séledes et varktgj, hvor ikke alle funktioner bruges. Der an-
vendes de fire regningsarter og procentberegninger. Kalkulationsarket er udviklet
af branchen og kan nu bruges i et regneark, og at kunne anvende et sddant elektro-
nisk kalkulationsark er et krav. Den gastronom, der herudover selv kan opbygge sit
kalkulationsark i et regneark, har forstaet matematikken og systematikken i dette
vaerktgj.
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Eksemplificering
Lommeregneren bruges flittigt til omregning af opskrifter, kalkulationer pa papir,
samt kostberegninger.

At lave et kalkulationsark i fx Excel er en god gvelse, der krever forstaelse for
kalkulationsarkets opbygning og de dertil hgrende formler.



F Elektrikeruddannelsen som
eksempel pa en erhvervsuddannelse med
formaliseret matematikundervisning

F.1 Generelle kommentarer

Erhvervsuddannelserne' i Danmark har fra deres begyndelse haft “matematiske”
kompetencer med i deres programmer, om end ikke under netop den etiket. Da ho-
vedsigtet med den enkelte erhvervsuddannelse er, at den enkelte elev bliver sat i
stand til at bestride erhvervet i praksis og til at fglge med i den hastige teknologis-
ke udvikling, der typisk sker i erhvervet, ligger der ikke et fast matematikpensum
beskrevet i bekendtggrelserne for de enkelte erhvervsuddannelser. Derimod er ma-
tematikelementet i bekendtggrelsen beskrevet i felles, generel form for alle de er-
hvervsuddannelser, der har valgt at have matematik med i deres undervisningspro-
gram. Matematikundervisningen i den enkelte erhvervsuddannelse formes sé efter
erhvervsfagets behov og efter den aktuelle elevgruppe i den respektive erhvervs-
uddannelse. Derudover skal faget ogsa bidrage til elevens personlige udvikling og
almindelige indsigt i samfundsspgrgsmal.

Mange erhvervsuddannelser har valgt at inkludere matematikundervisning. Det
skyldes det generelle forhold, at udfgrelsen af de fleste handvark har sin baggrund
i stgrrelser. Forstaelsen af stgrrelser, der indgar i den konkrete genstand for arbej-
det eller i en arbejdsproces, er derfor af betydning. Desuden er mindre beregninger
ofte ngdvendige for udfgrelsen af bestemte dele af en arbejdsproces. Beregnin-
gerne skal typisk besvare spgrgsmal som: “Hvor meget?”, “hvor langt?”, “hvor
stort?”, “hvor lenge?” og “hvilken form har genstanden?”. Derudover er det vig-
tigt, at handverkeren kan kommunikere sine resultater videre til andre, og at han
kan forstd andres betragtninger og resultater. Stgrre beregninger, der anvender mere
komplicerede dele af matematikken, ligger for eller efter den egentlige udfgrelse
af arbejdet — typisk i projekterings- eller kontrolfasen, hvor arbejdet planlegges og
vurderes.

Elektrikernes matematikkompetencer er is@r bundet til selve elektrikerfaget og til
den fagteoretiske side af uddannelsen. Den narmere karakterisering af de enkelte

1Ud over arbejdsgruppen har Nikolaj Lomholt og Eva Hgg pé afggrende méade bidraget til ska-
belsen af dette kapitel.
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komponenter i kompetencestrukturen vil da ogsa afspejle den overvejende fokuse-
ring pd matematikkens tekniske sider, og ikke sd meget i analyse og pracisering af
matematiske begreber og emner.

Séaledes indgar der i tankegangskompetencen ikke forstielsen af abstraktion og
generalisering af matematiske resultater. Ej heller noget konkret om forstéelsen
af matematiske begrebers rekkevidde. Det skal dog bemarkes, at beskeftigelsen
med matematiske objekter og anvendelsen af matematiske teknikker i forskellige
sammenha@nge giver en vis intuitiv fornemmelse for verdien af generalisering, og
nogen indsigt i matematiske begrebers rekkevidde, men det opfattes som en side-
gevinst. Der skelnes heller ikke n@rmere mellem definitioner, s@tninger, intuitive
formodninger osv. Eleverne kan imidlertid selv valge at tage matematik pa et ni-
veau, der inddrager nogle af disse forhold.

Tilsvarende er der heller ikke noget selvsteendigt fokus pa det at kunne resonnere
matematisk, selvom man i realiteten i uddannelsen bevager sig rundt i matematiske
formuleringer pa flere forskellige mader og med forskelligt sigte.

Til gengzld er problembehandlingskompetencen af stor betydning i elektrikerud-
dannelsen. Den dyrkes i nert samspil med repraesentationskompetencen, idet der
leegges vaegt pa, at eleverne kan aktivere og betjene sig af representationerne i
forbindelse med ferdigformulerede matematiske problemer. Det giver pa sin side
indsigt bade i reprasentationerne selv og i maden at skabe dem pa. Ogsa modelle-
ringskompetencen er grundleggende, da elektrikere ofte arbejder med stgrre pro-
jekter, hvor de enkelte elementer ikke pa designstadiet har en fysisk form, og hvor
det fgrst ved en gennemprgvning af designmodellen er muligt at se, om designet er
succesfuldt.

Ligesom representationskompetencen er en vigtig del af de tekniske uddannelser,
er dele af symbol- og formalismekompetencen det ogsa. Elektrikerne benytter sig
af mange tekniske udtryk og udsagn, som er skrevet i symbolsprog. Det skal dog
bemarkes, at de formalismer, der benyttes, ikke altid fremstar pa traditionel mate-
matisk vis.

Kommunikation i og med matematik — is@r vedrgrende stgrrelser — mellem elektri-
kere er ngdvendig, ikke mindst pa grund af den strgm af elektroniske nyskabelser,
der hele tiden kommer pa markedet. Hjelpemiddelkompetencen ma vere velud-
viklet hos elektrikere, idet bade PC’er og lommeregnere bruges flittigt. Disse sidste
giver eleverne en stor rutine i korrekt brug af lommeregnertasterne, hvilket bidra-
ger til bade at give en vis indsigt i de regneregler, der benyttes, samt en vis kritisk
sans over for anvendelse af lommeregneren.

Hvad angér de tre former for overblik og dgmmekraft, har iszr de historiske og
de videnskabsteoretiske aspekter af matematikken som fagomrade nappe relevans
i denne uddannelse. Det har overblik og dgmmekraft vedrgrende matematikkens
faktiske anvendelse i samfundet heller ikke generelt, men visse aspekter heraf — fx
i sammenh@ng med brugen af statistik — er ikke uden en vis relevans for uddannel-
sen.
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F.2 Matematiske kompetencer i elektrikeruddannelsen

F.2.1 Indledning

Vi har valgt at indlede med tre opgaver fra elektrikeruddannelsen, som vi synes er
eksemplariske for elektrikerfaget, samt rimeligt simple. De tjener som eksempler
undervejs i illustrationen af de enkelte kompetencer.

Eksempel 1

I en lille varmeovn er der fire forskellige indstillinger, som giver stigende elektrisk
energi eller effekt til varmeovnen, nar man gér fra trin 1 til 4. Stigningen i effekt
fés ved at skifte mellem forskellige modstande og modstandskombinationer.

Nedenstaende oplysninger og de efterfglgende formler vedrgrende serieforbin-
delse, parallelforbindelse og den elektriske effekt skal benyttes til at besvare
spgrgsmalene a)—e).

Ved stilling 1 er modstandene forbundet i serie.
Ved stilling 2 er der en enkelt modstand.

Ved stilling 3 er der en enkelt modstand.

Ved stilling 4 er modstandene parallelt forbundet.

R] =150Q og Rz =100Q

Spandingen til ovnen er U = 230V

Varmeovn

a. Find den samlede modstand ved stilling 1 og 4.
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b. Beregn effekten P ved stilling 1, 2, 3 og 4.

c. Tegn en graf over ssmmenh@ngen mellem de enkelte indstillinger (1, 2, 3 og
4) og effekten P, idet P er en funktion af indstillingerne 1, 2, 3 og 4.

d. Tegn en graf, hvor P er en funktion af modstandene R1, R2, R3 og R4.

e. Hvis graferne var ssmmenhangende i de to ovenstdende spgrgsmal, hvordan
ville du da i ord beskrive forskellen pa de to kurvers forlgb?

Serieforbindelse
I serieforbindelse sidder modstandene pa rekke, og spendingen deles i spaendings-
fald over de enkelte modstande, mens strgmmen er konstant gennem hele seriefor-
bindelsen.

Urotar = uy +up +uz +uy

Riptal = R1 +Ry+R3+ Ry

Ut()tul =1 Rt()tul

uy=1-R;
uy=1-R,
us=1-R3
us=1-Ry

I'Rtotal :I'Rl +I‘R2+I'R3 +1-R4
Parallelforbindelse
I en parallelforbindelse sidder modstandene parallelt, og strgmmen deles. Span-

dingen er konstant over hele parallelforbindelsen.

Ut()tul =h+h +I3 +1

R T T TS
Rtutal_R1+R2+R3+R4

~
|
IS

S
|
F=

ey
Il
E{IS]

=~
Il
RIS

_ U U U U
Lol = %+ % T8/ T 1;
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Den elektriske effekt

2

U
P=U-I=I>R=—
R

Det elektriske effekttab kan beregnes af P = I - R.
Modstanden i en elektrisk leder af et bestemt materiale af et bestemt tvarsnitsareal

og en bestemt l&engde kan udregnes ved fglgende formel:

o-L
R=— hvor
A

R er modstanden, enhed Q

L er lengden af lederen, enhed m

A er tveersnitsarealet, enhed mm?

2 1

o er lederens modstandskoefficient enhed Q- mm*-m™

Spandingsfaldet i en leder kan beregnes ved: AU = U, —U, = IR, hvor [ er
strommen gennem lederen, og R er modstanden i lederen.

Eksempel 2

Varmeovnen fra forrige opgave bliver placeret i et lille arbejdsskur, hvor tilled-
ningskablet, der er af kobber, har er tvarsnitsareal ¢ = 1,5mm?, og en lengde
[ = 53,5m (2-leder).

Modstandskoefficienten for kobber: p = 0,0175Q - mm?/m.

a. Beregn modstanden i tilledningen (brug formlen fra bilag).
b. Beregn spendingsfaldet AU i tilledningen, nar strgmstyrken I = 3,9 A.
c. Hvor stort bliver effekttabet i lederen?

d. Hvis 1kWh koster 1,99kr. og varmeovnen varmer i 12 timer om ugen i 24
uger, hvor meget vil tilledningen (i teorien) forgge elregningen med?
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Eksempel 3

Fglgende tre motorer patenkes udskiftet med henblik pa at fa dem ind i tilskuds-

ordningen.

a. Beregn de 3 motorers virkningsgrader.

Motor1
EFU | Type 1LA3166
3DMot. Nr.197903
. 380/660 V | 24,3/14 A
’ 11 kW | cos®0,7/0,8
96 o/min | 50 Hz
VDE 053072 | Isol. K1. B | IP44
Motor 2
% Mot. 3 D 50 Hz Tec 34-1-1960
q MBL 132 SA 38-2 S43
g 5,5 kW 7,5 hp - 2900 r/min
380 V < 11A
CLASS B cos® = 0,90
Cat. No MK 141 002-AB 42 kg
Motor 3
~ Mot. 3 O 50 Hz Iec 34
a MBL 132 SA 38-2 1P54
< 1,5 kW 2860 r/min
380 VY < 3,3A
CLASS B cos®w= 0,86
Cat. No MK 110 009-A

b. Opstil beregningseksempler for de 3 motorer, nar den arlige driftstid er pa

3500 timer og kWh-prisen 0,97 kr.

c. Sammenlign priserne med brug af tilsvarende motorer, der er defineret som

sparemotorer.

F.2.2 Tankegangskompetence

Karakteristik

Pa elektrikeruddannelsen bestar denne kompetence dels i at veere klar over, hvilke
slags spgrgsmal som er karakteristiske for matematik, i selv at kunne stille sadanne
spgrgsmdl, og i at have blik for hvilke typer af svar, som kan forventes, dels i at
kende og hdndtere givne matematiske begrebers reekkevidde og begreensning.
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Kommentar

De aspekter ved matematisk tankegang, der vegtes inden for elektrikeromradet,
skal ses i forhold til ellerens teoretiske del og til omsatningen af denne til praksis.

Udover den elementere matematik, omfattende stgrrelser, tal og forskellige geo-
metriske objekter, og simple relationer mellem disse, angér kompetencen matema-
tiske udsagn i forbindelse med tekniske el-spgrgsmal. De spgrgsmal, der stilles ud
fra givne betingelser, har formen “ hvor mange?”, “hvor meget?” og “ hvad?” (eller
“hvilke?”), og vedrgrer i hovedsagen el-tekniske forhold.

Det at stille spgrgsmaél, som kun kan besvares ved brug af matematik, er en af de
ting, som eleverne skal vere i stand til. I elektrikeruddannelsen bergres en mang-
foldighed af matematiske forhold med henblik pa at opgve elektrikerne i at vide,
hvor og hvornar de skal bruge hvilken slags matematik og i hvilke sammenhange.
Derimod er spgrgsmal og svar af mere teoretisk matematisk karakter ikke pa dags-
ordenen i uddannelsen. Gennem beskaftigelsen med mange opgaver som de oven-
stdende, men ogsa med langt mere komplicerede, opnar eleverne en konkret erfa-
ring med spgrgsmal, der er karakteristisk for matematikken, men i en el-teknisk
belysning.

Selvom det ofte er temmelig komplekse beregninger, der foretages under elektri-
keruddannelsen, vil evnen til at skelne mellem forskellige slags udsagn og begreber
forblive pa et ret intuitivt plan. Det samme er tilfeeldet med matematiske begrebers
rekkevidde, som ikke udtrykkeligt ggres til genstand for behandling i uddannelsen.

Eksemplificering

De tre eksempler viser lidt af den mangfoldighed af matematikholdige problemstil-
linger, uddannelsen rummer, og antyder den matematiske tankegangskompetence,
eleven skal besidde.

I Eksempel 1 ovenfor er opgaven fastlagt og typisk for begyndelsen af uddannel-
sen. Spgrgsmalene — pa formen “beregn!” eller “find!” — er stillet pa forhand, men
eleven skal have et blik for arten af svarene — de skal fx vare entydige og rigtige
— og for, at det kr&ever matematiske metoder at finde dem. Det samme er tilfeldet
med Eksempel 3.

Elektrikereleven skal pa et tidspunkt i sin uddannelse vere blevet i stand til at ar-
bejde med problemstillinger, der er bredere formuleret, end tilfaldet er i de nevnte
eksempler. Ud over at vide, hvordan problemstillingen skal gribes an (jf. problem-
behandlingskompetencen) skal eleven have blik for hvilke typer af matematiske
udsagn, der kan tjene som svar pa problemstillingen.
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F.2.3 Problembehandlingskompetence
Karakteristik

Pda elektrikeruddannelsen bestar denne kompetence dels i at kunne opstille, dvs. de-
tektere, formulere, afgrense og pracisere forskellige slags matematiske problemer,
“rene” savel som “anvendte”, “abne” savel som “lukkede”, dels i at kunne lgse sa-
danne matematiske problemer i feerdigformuleret form, egnes savel som andres, og

om forngdent eller gnskeligt pa forskellige mader.

Kommentar

Denne kompetence er hos elektrikerne kun pa dagsordenen i mindre omfang, nér
det geelder rent matematiske problemer. Dog arbejder elektrikereleven i begyndel-
sen af uddannelsen med at Igse faerdigformulerede, rene matematiske problemer
og anvendte problemer, som ikke er el-tekniske. Ellers skal elektrikereleven kunne
udnytte mange forskellige treek ved og omrader af matematikken for at kunne lgse
anvendte el-problemer, som af gode grunde er af stor betydning i uddannelsen.

Eleverne skal saledes kunne detektere og afgraense forskellige matematiske proble-
mer i en anvendelsessammenhang. For de fleste problemstillinger er der feerdigop-
stillede matematiske udtryk og formler, som kommer i anvendelse, nar fgrst eleven
har gennemskuet problemstillingen.

I svendeprgveprojektet aktiverer eleverne problembehandlingskompetencen over
for en problemstilling, som bade er bred og kompleks. Det sker i forbindelse med
udarbejdelsen af konkrete matematiske modeller, som gerne leegges ind i regneark,
der tillader undersggelser af Igsningerne som funktion af forskellige inputstgrrel-
ser.

Eksemplificering

I den indledende fase af uddannelsen er de typiske problemstillinger, som skal be-
handles, beslegtede med varmeovnseksemplet, men der optrader ogsa lignende,
men mindre sammensatte problemstillinger. Derfor arbejder eleverne i begyndel-
sen af uddannelsen med Igsningen af ferdigformulerede matematiske problemer,
sasom

* “Lgs ligningen. ..”
* “Inds@®t verdierne i udtrykket og beregn...”

* “Find siderne i den retvinklede trekant ABC, givet vinkel A og hypotenusen.”
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Der sker en opfglgning med opgaver fra el-faget, som ligner den umiddelbart be-
handlede matematik, bade hvad angér strukturen og brugen af matematiske teknik-
ker.

Senere i uddannelsen arbejder eleverne med lgsningen af anvendte matematiske
problemer, og ikke kun af el-teknisk art, men ogsa af gkonomisk art, som i Eksem-
pel 3 med de tre motorer. I svendeprgveprojekter er der ofte eksempler pa gennem-
regning af en mindre installation, hvor der udleegges en struktur, som bygger pa
udnyttelse af serie- og parallelforbindelser som vist i Eksempel 1. For hver instal-
lationsdel er der en beregning, der fastlagger strukturens egenskaber pa en made,
som skal tilfredsstille bade de foreliggende installationskrav og sikkerhedskravene
i sterkstrgmsbekendtggrelsen. Installationsdelene kan vere forskellige typer af be-
lysning, et komfur, en vaskemaskine, et automatanleg osv. Hver installationsdel
har indflydelse pa den samlede installations strgmforbrug og spendingsfald og der-
med pa sikkerhedskravene i installationen. I denne proces skal elektrikeren kunne
detektere, formulere, afgraense og pracisere problemstillingerne, ogsé i matematisk
henseende, selv om de pa forhénd har ferdigformulerede modeller eller procedurer
til radighed.

F.2.4 Modelleringskompetence
Karakteristik

Pa elektrikeruddannelsen bestar denne kompetence dels i at kunne analysere
grundlaget for og egenskaberne ved foreliggende modeller og at kunne bedgmme
deres rekkevidde og holdbarhed. Hertil hgrer at kunne “afinatematisere” (trek
ved) foreliggende matematiske modeller, dvs. at kunne afkode og fortolke model-
elementer og -resultater i forhold til det felt eller den situation som er modelleret.
Pa den anden side bestar kompetencen i at kunne udfgre aktiv modelbygning i en
given sammenhang, dvs. at bringe matematik i spil og anvendelse til behandling
af anliggender uden for matematikken selv.

Kommentar

Analysesiden af denne kompetence kommer navnlig til syne, nar elektrikeren skal
analysere grundlaget for et projekt, som er baseret enten pa beregninger, tegninger
eller pa foreliggende faktiske el-tekniske forhold. Elektrikeren skal ogsa kunne
afkode og fortolke de enkelte elementer i projektet.

Ved planlegning og udfgrelse af et el-projekt skal elektrikeren vere aktiv mo-
delbygger. Elektrikeren skal kunne strukturere, matematisere, behandle, validere,
kritisk analysere, kommunikere om, have overblik over og kunne styre modelbyg-
ningen i sit projekt. Dette finder i serlig grad sted ved svendeprgveprojektet. Her
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bliver der bade set pa den samlede model (et diagram over installationen) og en-
keltelementerne. Til bedgmmelse af modellen anvendes evalueringen fra lereren
og skuemestre, mens det ikke er almindeligt, at eleven skal analysere sit eget ar-
bejde.

Den uddannede elektriker skal kunne foretage fejlfinding og kontrolberegninger
over en installation, ogsa i tilfeelde, hvor der blot foreligger en enkelt eller to kon-
trolmélinger. Men malingen vil ofte veere et udtryk for beregninger, som ligger bag
den betragtede installation. Og disse beregninger ma kontrolleres, hvis der er tale
om alvorlige fejl, fx forkert dimensionering af et anlaeg. Der kan selvfglgelig ogsa
vare tale om element@re, men alvorlige fejl i selve installationen.

Dette antyder nogle af grundene til, at en elektriker skal besidde matematisk mo-
delleringskompetence, bade i analytisk og aktiv forstand. Der mé i omgangen med
modellerne ikke ske beregningsmassige fejltagelser, sa det matematiske grundlag
for beregningerne, kontrolmalingerne osv. skal vare i orden. Undervisningen skal
bibringe eleverne denne kompetence, s de opnér en vis sikkerhed i at analysere
deres beregninger, at se naermere pa enkeltelementer i disse, og i at vaere en aktiv
modelbygger af el-systemer.

Eksemplificering

De tre eksempler ovenfor kan betragtes som eksempler pa simpel modelbygning i
en meget bunden form. I varmeovnstilfeldet er givet nogle betingelser, som skal
struktureres og “matematiseres” ud fra de givne formler. Resultaterne skal kom-
munikeres ved en grafisk fremstilling. Derimod efterspgrges ingen kritisk analyse
af modellen i disse eksempler.

I eksemplet med de tre motorer er der lagt op til opstilling af en simpel gkonomi-
model, som tager et politisk forhold i betragtning — en tilskudsordning, der giver
ejere af motorer tilskud, hvis energiforbruget kan neds®ttes med en vis stgrrelse.
Modelbygningen er, ligesom under varmeovnseksemplet, struktureret sadan, at det
centrale elements virkningsgrad er angivet pa forhand. Men her skal eleven mate-
matisere pa baggrund af en stgrre mangde oplysninger og selv finde de relevante
formler og regneudtryk. En saddan progression fortsatter op igennem elektrikerud-
dannelsen, hvor eleverne formulerer stadig mere komplekse modelprojekter, som
derefter afprgves pé virkelige installationer.

F.2.5 Rasonnementskompetence

Karakteristik

Pa elektrikeruddannelsen bestar denne kompetence dels i at kunne fglge og be-
dpmme et matematisk reesonnement, dvs. en kade af argumenter fremsat af andre



F.2 Matematiske kompetencer i elektrikeruddannelsen 291

pa skrift eller i tale til stgtte for en pastand, herunder at forsta den logiske be-
tydning af et modeksempel. Det indgar tillige i kompetencen at kunne afdwkke de
beerende idéer i et matematisk bevis, herunder skelne mellem hovedpunkter og de-
taljer, mellem idéer og teknikaliteter. Dels bestar kompetencen i at kunne udrenke
og gennemfgpre informelle reesonnementer (pa basis af intuition).

Kommentar

Denne kompetence har kun en reduceret og informel status hos elektrikerne. Selv
om de skal kunne fglge et matematisk resonnement, bedgmmer de ikke de mate-
matiske argumenter, der bruges i r&esonnementet. Da det er de tekniske beregninger
og udsagn, der er i fokus, er det snarere argumenter fra el-faget selv, eller af almen
“fornuftbetonet™ art, der anvendes.

Rasonnementskompetencen er med andre ord tat forbundet med de praktiske be-
regninger, som skal udfgres. Det kan fx vere, at eleven gennem en beregning skal
opna en verdi, der falder ind under rammerne i en bestemt tabel. De matematiske
argumenter ligger i selve beregningen, mens vurderingen af resultatet knytter sig
til, om tabelvaerdien overholdes.

Mindre matematiske reesonnementer bruges nu og da til at give eleverne en bag-
grund for at opna indsigt i de elektriske faenomener, en elektriker skal vere bekendt
med. Men saddanne resonnementer dyrkes ikke meget, og, nar det sker, mest som
en forberedelse til eventuel videre uddannelse, fx til installatgr. Derimod har rae-
sonnementskompetence sigtende mod beherskelse af matematik som selvstendigt
fag ingen plads i elektrikeruddannelsen.

Eksemplificering

Der kan gives en del eksempler pa informelle reesonnementer, som fXx :

* Hvis varmeovnen i Eksempel 2 skal yde sin maksimale effekt, og spandings-
faldet i tilledningen til skuret er for stort, ma ledningen skiftes.

* Elektriske ledere producerer varme, nar der Igber en strgm igennem dem.
Modstanden i lederen er en af arsagerne til varmeudviklingen, og modstan-
den er ath@ngig af lederens tvarsnit. Sa tvaersnittet i lederen skal med andre
ord afpasses efter omgivelserne. I sterkstrgmsreglementets standarder kan
eleverne finde de relevante verdier.

Ofte erstattes de matematiske reesonnementer med huskeregler, fx nar eleverne reg-
ner pa parallelforbindelser som i varmeovnseksemplet. Her er det en huskeregel,
at “den samlede modstand skal vere mindre end den mindste”. Den kunne i stedet
vises med nogle simple matematiske argumenter med to modstande.
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Vi har jo, at R = R + R, » Som viser, at Rsumie

;= 1 _ Rk
=01 =
xR Ri+R;

. Heraf fglger,

da bade Rllile <1 og R1R+2R2 < 1, at Rygmier < R1 0Z Ryamier < Ry. Altsd er den

samlede modstand mindre end den mindste.
Men elektrikerne benytter altsa huskereglen, som bliver indarbejdet ved adskillige
opgaver, hvor der indgér parallelforbindelser.

F.2.6 Repraesentationskompetence
Karakteristik

Pa elektrikeruddannelsen bestar denne kompetence dels i at kunne forstd (dvs.
afkode, fortolke og skelne mellem) og betjene sig af forskellige slags repraesenta-
tioner af matematiske objekter, fenomener, problemer eller situationer (herunder
symbolske, specielt algebraiske, visuelle, geometriske, grafiske, diagrammatiske,
tabelmessige eller verbale repraesentationer, men ogsa konkrete reprasentationer
ved materielle objekter), dels i at kunne forstd de indbyrdes forbindelser mellem
forskellige reprasentationsformer for det samme sagsforhold og have kendskab til
deres styrker og svagheder, herunder informationstab og -tilvaekst, dels i at kunne
veelge blandt og overseette imellem forskellige representationsformer for et givet
sagsforhold, alt efter situation og formal.

Kommentarer

Elektrikereleverne skal ikke s& meget forstd som kende til forskellige reprasenta-
tioner af matematiske forhold. De skal ogsa kunne se sammenhang mellem visse
former for repraesentation, samt have fornemmelse for hvilken information man far
ved en type reprasentation i forhold til en anden. Eleven skal lere at bestemte for-
hold og problemstillinger, der skal gives en matematisk beskrivelse, har foretrukne
representationer i branchen, som passer til reglementer, markeplader, standarder
osV.

Ogsi elektriske maleinstrumenter med visere, grafer osv. leverer matematiske re-
praesentationer af stgrrelser og funktioner, som elektrikeren skal kunne forsta og
betjene sig af.

Eksemplificering

Eksempel 1 bygger pa Ohms lov, U = R X I, effektloven, P = U x I, samt reglerne
for serie- og parallelforbindelse. Eleverne skal kunne omforme de to love til bade
sproglige udsagn og til grafisk form. Det grafiske billede skal eleverne kunne give
en sproglig fremstilling af, fx ved en beskrivelse af pa hvilken made grafen vokser
eller aftager, hvad det er udtryk for, og hvilke konsekvenser det far. Man forventer
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ogsa, at eleverne i denne sammenhang kan se forskellen pé fremstilling af enkelt-
vardier (en udregnet stgrrelse) og fremstilling ud fra en maengde af vaerdier, gerne
et interval.

I sterkstrgmsreglementet er der angivet betingelser og graenser ved enkeltvaerdier
af fx sp@ndingsfaldet over en elektrisk leder, som findes ud fra den elektriske le-
ders modstand. Modstanden som enkeltverdi kan eleverne enten beregne selv ved
formelregning eller sl op i et tabelverk.

I Eksempel 3 skal eleverne kunne afkode og betjene sig af en serlig fremstilling af
data, fgr den bliver anvendelig til en beregning, der fgrer til sammenligning af to
stgrrelser.

F.2.7 Symbol- og formalismekompetence
Karakteristik

Pa elektrikeruddannelsen bestar denne kompetence dels i at kunne afkode symbol-
og formelsprog, i at kunne oversette frem og tilbage mellem symbolholdigt mate-
matisk sprog og naturligt sprog, og i at kunne behandle og betjene sig af symbol-
holdige udsagn og udtryk, herunder formler.

Kommentarer

Meget af elektrikersproget bestar af et matematisk symbolsprog udtrykt ved form-
ler som Ohms lov, effektloven, energiudtryk osv. Disse formler skal eleverne kunne
behandle, omforme og betjene sig af ved at betragte og lgse dem som ligninger.
Elektrikereleven “ved”, at matematikanvendelsen fglger et logisk begrundet sy-
stem, som han ikke behgver at undersgge yderligere. Elektrikerne betjener sig af et
symbol- og formholdigt sprog med mange faste indeksnotationer. Saledes betyder
Uy spendingen i det elektriske netveerk, der ligger uden for hus- og virksomheds-
installationerne.

Eleverne skal kunne oversatte frem og tilbage mellem “naturligt” sprog omhand-
lende el-tekniske forhold og symbolholdigt matematiksprog. Bl.a. skal elektrikeren
kunne forklare betydningen af en verdi, han er naet frem til.

Eksemplificering

I Eksempel 1 bliver eleverne bedt om at finde den rigtige formel til den aktuelle be-
regning. De skal her vide, hvad symbolerne i formlen dekker over. Desuden skal de
gennem symbolbehandlingen kunne beregne sig frem til et “meningsfuldt” resultat,
altsa en effekt (i Watt) der “passer” med den sedvanlige effekt for en varmeovn.
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Derfor skal de kunne afkode symbolsprog, som oversettes til matematisk forma-
lisme, en “ligning” som Igses, hvorefter det oversattes tilbage til det el-tekniske
sprog igen. Eleverne ved, at de gennem korrekt lgsning af en elteknisk ligning
kommer frem til en entydig og “sikker” lgsning, som kan kontrolleres. Derfor ved
elektrikereleven, at nar beregningerne og raesonnement slutter med, at ledningen
skal skiftes, handler han pa en “sikker” grund dannet af matematik.

Elektrikerne arbejder med forskellige formler i mange forskellige sammenhange
i forbindelse med opgaver af ovenstaende type. Enten bruges formlerne til at be-
stemme enkeltlgsninger eller til at fremstille funktionsudtryk.

I Eksempel 3 kan man pa markepladen se et af elektrikerens mange sarlige sym-
boler, som ofte er i spil i deres omgang med matematik. Et stort Y betyder en
stjerneforbindelse, hvilket angiver, at elektrikeren skal forbinde motoren i en stjer-
neforbindelse, og at han skal beregne forbindelsen som en sédan.

F.2.8 Kommunikationskompetence
F.2.9 Karakteristik

Pa elektrikeruddannelsen bestar denne kompetence dels i at kunne sette sig ind
i og fortolke andres matematikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle udsagn
og “tekster”, dels i at kunne udtrykke sig pa forskellige mader og pé forskellige
niveauer af teoretisk eller teknisk precision om matematikholdige anliggender,
skriftligt, mundtligt eller visuelt over for forskellige kategorier af modtagere.

Kommentarer

Den uddannede elektriker skal helst veere en god radgiver for kunder, der skal have
udfgrt el-arbejde, bade nar det geelder gkonomiske overvejelser og overvejelse over
de farer, der er forbundet med elektriske installationer.

Elektrikere skal naturligvis ogsé kunne diskutere installationerne med kolleger.

Den uddannede elektriker skal kunne fglge med i den teknologiske udvikling inden
for el-omradet, iszr udviklingen i elektroniske systemer og internationale standar-
der, som ofte er beskrevet i matematikholdigt sprog.

Alt dette rummer fordringer om et vist mal af matematisk kommunikationskompe-
tence hos elektrikeren.

Eksemplificering

Eleven skal kunne forklare modtageren af varmeovnen sammenhangen i installa-
tionen, fx forskellen pa at anvende ovnen pa hgjeste blus i 4 timer eller den laveste
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indstilling i et dggn. Desuden skal han kunne give et bud pa, hvad det koster kun-
den.

Eksempel 3 er et indlysende eksempel pa radgivningstjeneste, hvor elektrikeren
bringes i den situation at skulle forklare kunden, hvorfor han ikke kan fa tilskud.
Det kan indeb@re en gennemgang af beregningerne, eller i det mindste en forkla-
ring af deres resultat. Begge dele har et vist matematisk indhold.

Det er installatgren, der er ansvarlig for en installation, og det er ham, der udarbej-
der installationen. Men en elektriker skal have et vist grundlag for selv at vurdere
og diskutere med kolleger, om installationen og de materialer der skal bruges til
installationen er rigtige. Ogsa det indebarer matematikholdig kommunikation.

I dag ser man ofte en central styring af fx et parcelhus’ installationer. Det betyder,
at elektrikeren skal kunne satte sig ind i elektronisk styresystemer, som typisk
indeholder en del matematiske beskrivelser. I det hele taget stiller den tekniske
udvikling med nye enheder og systemer med s@rlige specifikationer krav om, at
elektrikeren skal kunne forstd og forholde sig til beskrivelser og specifikationer
med matematiske islet.

F.2.10 Hjalpemiddelkompetence
Karakteristik

Pa elektrikeruddannelsen bestar denne kompetence dels i have kendskab til eksi-
stensen og egenskaberne ved diverse former for relevante redskaber til brug for
matematisk virksomhed, og have indblik i deres muligheder og begreensninger i
forskellige slags situationer, dels i at vaere i stand til, pa reflekteret vis, at betjene
sig af sddanne hjalpemidler.

Kommentarer

Der anvendes méaleudstyr med mange forskellige funktioner i en elektrikers hver-
dag. En lommeregner er en naturlig del af dette udstyr. En computer vil ogsa vere
et typisk hjelpemiddel til beregninger af stgrre opgaver og til grafisk fremstilling
og dokumentation af matematikholdige sagsforhold. Ogsa passer, lineal og vinkel-
maler har elektrikeren nu og da brug for at betjene sig af.

Eksemplificering

Beregningerne i Eksempel 1 kunne med fordel udfgres i fx et regneark. Eleverne
ville herved samtidig kunne udfgre den grafiske del af opgaven. Derudover ville
de kunne demonstrere variationen af effekten ved regulering af modstandens stgr-
relse. Faktisk Igses mange el-opgaver i dag pa denne made. Der findes ogsa sarlige
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programmer, som kan satte fx varmeovnens modstandskonstruktion op, si eleven
ikke selv behgver at gennemfgre beregning og tegning af grafen.

Der kunne ogsa anvendes regneark i Eksempel 3, safremt man ville udfgre et stgrre
seet af beregninger og vise flere eksempler. Ogsé dette kunne kombineres med gra-
fik.

F.3 Om de forskellige former for overblik og dgmmekraft

Disse har ikke megen relevans for elektrikerfaget, bortset fra nar det geelder over-
blik og dgmmekraft vedrgrende matematikkens faktiske anvendelse i samfundet.
Elektrikerne eksemplificerer selv den samfundsmassige anvendelse af matematik.
De er derfor pa det rene med, at andre handvarksfag, samt ikke mindst ingenigrfag,
i stgrre eller mindre udstreekning benytter sig af matematik til en mangfoldighed af
formal. Derimod har andre former for samfundsbrug af matematik ikke nogen hgj
prioritet i uddannelsen.



G Datamatikeruddannelsen som
eksempel pa en kort videregaende
uddannelse

G.1 Generelle kommentarer

Datamatikeruddannelsen' er en kort videregiende professionsorienteret uddan-
nelse, der i Igbet af de to et kvart ar, uddannelsen er normeret til, sigter mod at
uddanne softwareudviklere. Ved softwareudvikling spiller matematik en rolle pa
mange niveauer, og saledes ogsa i datamatikeruddannelsen.

Der er fglgeligt mange omrader i datamatikeruddannelsen, hvor matematiske kom-
petencer anvendes og udvikles. Et programmeringssprog er et formelt sprog med
en veldefineret syntaks og til dels semantik, og alene derfor er det uundgéeligt, at
matematik dukker op i forskellige sammenh@nge, og enkelte matematiske emner
er da ogsa eksplicit nevnt i fagbilaget til bekendtggrelsen for datamatikeruddan-
nelsen.

G.2 Matematiske kompetencer i datamatikeruddannel-
sen

G.2.1 Tankegangskompetence
Karakteristik

Pa datamatikeruddannelsen bestar dennne kompetence i at veere klar over hvilke
slags spgrgsmal, som er karakteristiske for matematik, i selv at kunne stille sddanne
sporgsmdl, og 1 at have blik for hvilke typer af svar, som kan forventes.

1Ud over arbejdsgruppen har Michael Caspersen, Jens Helveg Larsen, Hans Sgndergaard og Jgrn
Vesterdal pa afggrende made bidraget til skabelsen af dette kapitel.
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Kommentar

Denne kompetence er ikke central i datamatikeruddannelsen, men i situationer,
hvor genstandsomrédet for konkrete programmeringsopgaver er af matematisk na-
tur (for eksempel programmering af en funktion, der kan foretage primtalsfaktori-
sering af et heltal eller programmering af eksponential- og/eller logaritmefunktio-
ner), kan kompetencen med fordel opgves. I sddanne konkrete situationer er det i
gvrigt lettere at motivere udforskningen af egenskaber ved de pageldende mate-
matiske begreber.

Eksemplificering

Hvad angér det at kunne stille spgrgsmal og have blik for hvilke typer af svar, som
kan forventes, kan det for eksempel dreje sig om programmering af en funktion, der
kan afggre, om et tal er et primtal. Det egentlige mél med gvelsen er konstruktion
af en funktion med en ikke-triviel lgkke; primtals-domenet er blot et (traditionelt)
eksempel.

Eksempel 1:

boolean isPrime (n)//metoden skal afgere, om n er et primtal

{
for (i = 2; 1 < ?; 1i++)
if (i gar op i n)
return false;
return true;

}

De matematiske spgrgsmaél, man her kan stille — og som relaterer sig til an-
tallet af iterationer og dermed algoritmens effektivitet — er fx:

* Hvor langt skal man ga i ovenstéende test? — helt op til n, eller kan der
stoppes tidligere?

Spgrgsmal af den karakter sztter gang i en tankeproces omkring egenskaber
ved tal i relation til primtalsbegrebet, og gennem processen udvikler eleven
(forhdbentlig) en analytisk evne, som er essentiel og langt mere vidtgaende
end det konkrete matematiske domene (i dette tilfalde primtal).

Eksempel 2: Kompeksitetsovervejelser vedrgrende eksempelvis sggelengder,
sorteringsalgoritmer osv. Herved kreves forstielse for stgrrelsesordener
og de dramatiske konsekvenser af deres forskelligheder (linezre, bi-
nare/logaritmiske, eksponentielle osv.).

De matematiske spgrgsmal, man her kan stille, er fx:
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* “Hvorfor er bin®r sggning mere effektiv end linezr sggning?”

* “Hvis n = 10000, hvor lenge skal man da i varst tenkelige tilfelde
sgge ved line@r/binar sggning?”’

G.2.2 Problembehandlingskompetence
Karakteristik

Pd datamatikeruddannelsen bestar dennne kompetence i at kunne Igse bade “abne”
og “lukkede” matematiske problemer, primert af “anvendt” karakter.

Kommentar

I forhold til grundkarakteristikken i kapitel 4 treenes datamatikeren ikke i at kunne
detektere, formulere, afgreense og precisere matematiske problemer. Derimod stil-
les en datamatiker over for en reekke matematiske problemstillinger, som skal 1g-
ses; dette sker typisk for at blive fortrolig med og fa dybere indsigt i et bestemt
datamatisk fagomréde.

Eksemplificering

Problemfelterne kan fx vare

« effektivitetsovervejelser og -beregninger, som foretages for at fa dybere ind-
sigt 1 kvantitative egenskaber ved algoritmer og datastrukturer.

* kapacitetsberegninger, som foretages for at fa dybere indsigt i naturen af
forskellige lagrings- og kommunikationsmedier.

* korrekthedsargumenter, som foretages for at fa dybere indsigt i kvalitative
egenskaber ved algoritmer og datastrukturer.

Mere konkret kan det dreje sig om problemer som de fglgende, der er represen-
tative for en rekke tilsvarende problemer specielt inden for algoritmik, men ogsa
inden for datakommunikation m.m.

* “Hvor mange elementer kan der maksimalt lagres i et BT -tree af orden 67

Her forventes det, at den studerende kan anvende sin viden om eksponenti-
alfunktioner i kombination med kendskabet til opbygningen af B -traer til
at besvare spgrgsmalet.
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* “Hvad er en gvre grense for antal ombytninger i udvalgssortering?”

Her forventes det, at eleven kan anvende sine grundleggende kompetencer til
at teelle i forbindelse med kendskabet til principper for algoritmers udfgrelse.

* “Hvad er en gvre grense for antal ssmmenligninger i bin®r sggning?”

Som foregaende.

* “Hvor mange effektive datapakkebits kan der sendes pa en given pakkefor-
delt kommunikationslinie, herunder hvor stor en procentdel af bandbredden
bruges til adminstration?”

Her forventes det, at eleven kan kombinere sin viden om principper for og
teknikker til kommunikation af data med grundleggende kompetencer inden
for aritmetik, specielt procent- og brgkregning.

* “Virker algoritme X korrekt (dvs. i overensstemmelse med specifikationen)
for input Y?”

Her forventes det, at eleven kan kombinere en (mere generel) r&esonnements-
kompetence med kendskabet til principper for algoritmers semantik (herun-
der udfgrelse) til at argumentere for en given algoritmes korrekthed for et
givet input.

» “Bevis korrektheden af fglgende rekursive algoritme. . .”

Som foregédende, men da der er tale om en rekursiv algoritme, skal speci-
elt resonnementskompetencen, anvendt i forbindelse med induktionsbeviser,
mere eksplicit pa banen.

G.2.3 Modelleringskompetence
Karakteristik

Pa datamatikeruddannelsen bestar dennne kompetence i at kunne analysere grund-
laget for og egenskaberne ved foreliggende modeller og at kunne bedgmme deres
rekkevidde og holdbarhed. Hertil hgrer at kunne “afinatematisere” (trek ved) fore-
liggende matematiske modeller, dvs. at kunne afkode og fortolke modelelementer
og -resultater i forhold til det felt eller den situation som er modelleret. P4 den
anden side bestar kompetencen i at kunne udfgre aktiv modelbygning i en given
sammenhang, dvs. at bringe matematik i spil og anvendelse til behandling af an-
liggender uden for matematikken selv.

Kommentar

Generelt omhandler softwareudvikling at transformere et behov udtrykt i menne-
skesprog til et edb-program udtrykt i matematisk sprog (operationer i det binzre
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talsystem). Denne transformation er abstrakt og omhandler opbygning af modeller,
der via mapning bliver mere og mere matematiske. I forhold til datamatikeruddan-
nelsen er modelleringskompetence séledes en central matematisk kompetence.

Nogle har forsggt at gore systemudvikling til en rent matematisk disciplin (“inge-
nigrvinklen”), hvor de indledende dele af modelleringsprocessen ikke spiller nogen
vasentlig rolle, men det har vist sig, at dette ikke er muligt. Arsagen er, at der er
mennesker involveret, savel i processen, men ogsa direkte i resultatet, idet eendrin-
ger i organisation, adferd og kultur generelt ogsa er en del af produktet.

Eksemplificering

Fglgende eksempel kan illustrere det at kunne analysere grundlaget for og egen-
skaberne ved foreliggende modeller, og at kunne bedgpmme deres reekkevidde og
holdbarhed:

¢ Nar man i designfasen af softwareudvikling har lavet en model (eksempelvis
et databasedesign udtrykt i den relationelle model, som angiver, hvilke tabel-
ler med attributter og domener, der er brug for, samt sammenha@ngene mel-
lem disse), og bestemt, hvorledes de ngdvendige transaktioner (forespgrg-
sler) skal udfgres, skal der ske en mapning til et konkret databasesystem. For
at kunne ggre dette skal man veare i stand til at analysere grundlaget for og
egenskaberne ved de to modeller, og man skal kunne bedgmme deres raek-
kevidde og holdbarhed. Man skal kunne forsta, at eksempelvis domanebe-
grebet ikke umiddelbart kan realiseres i et databasesystem via typebegrebet,
da et domane potentielt har en uendelig verdimangde, mens en type har en
endelig verdimangde. Og man skal kunne finde en Igsning herpa.

Udarbejdelse af et databasedesign er et eksempel (blandt mange) pa aktiv model-
bygning, som i forhold til dette prototypiske eksempel kan karakteriseres som be-
stdende af elementerne

o Strukturering: Hvilke tabeller og egenskaber og sammenhange skal indga?

* Matematisering og Behandling: Specifikation af hvorledes transaktioner skal
udfgres, udtrykt i den relationelle algebra.

* Validering: Er designet hensigtsmassigt? Dette undersgges ved at checke
normalformerne.

* Kritisk analyse: Understgtter designet performancekravene og transaktions-
behovene?

* Kommunikation: Modellen skal vere i overensstemmelse med analysemo-
dellen og skal kunne realiseres pa den valgte teknologiske platform — dette
kraever, at den kan kommunikeres til de ansvarlige for disse aktiviteter.
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* QOverblik og styring: Er ngdvendig for at kunne overholde tidsmassige dead-
lines (projektstyring og projektledelse er derfor vasentlige emner pa data-
matikeruddannelsen).

Fra investeringsteorien, der er et af de omrader, datamatikere ofte arbejder i, op-
traeder spgrgsmal som:

¢ “Hvad vil du helst have — 10000 kr. nu eller 500 kr./méned i 3 ar?”

* “Er det bedst at investere i en ny eller brugt bil?”

Besvarelse af disse spgrgsmal Igses ved hjelp af eksisterende matematiske mo-
deller i skikkelse af formler (eksempelvis nutidsvardiberegninger). Eleverne skal
kunne velge mellem de mange tilgengelige formler, hvilket indebzrer, at de skal
afkode og fortolke de indgéende elementer i forhold til den konkrete situation.
Modelleringskompetence udvikles saledes her i tet samspil med symbol- og for-
malismekompetence.

G.2.4 Rasonnementskompetence
Karakteristik

Pa datamatikeruddannelsen bestar dennne kompetence pa den ene side i at kunne
folge og bedpmme et matematisk resonnement, dvs. en kede af argumenter fremsat
af andre pa skrift eller i tale til stgtte for en pastand, herunder at forsta den logiske
betydning af et modeksempel.

Pa den anden side bestar kompetencen i at kunne udtenke og gennemfpre infor-
melle og formelle reesonnementer (pa basis af intuition), herunder omforme heu-
ristiske reesonnementer til egentlige (gyldige) beviser.

Kommentar

Her er der heller ikke tale om en kernekompetence for datamatikere, men der er
dog eksempler inden for visse omrader af datamatikken (omrader som traditionelt
behandles relativt overfladisk pa datamatikeruddannelsen).

Eksemplificering

Hvad angér det at kunne fglge og bedgmme et matematisk reesonnement, kan det
fx komme til udtryk i forbindelse med analyse af en algoritmes effektivitet som
folger:
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Eksempel 1: Binar sggning nevnt ovenfor: bestemmelse af tidskompleksiteten.
Uformelt resonnement: der sker en halvering hver gang.

Lidt mere formelt reesonnement: forsgge at opstille (og lgse) en ligning, der,
pé grundlag af det uformelle ra&zsonnement, forbinder antallet af objekter der
skal sgges i blandt (1), med antallet af skridt (x) sggningen omfatter:

2 =n < x=logyn

Et andet eksempel er anvendelse af standardiserede bevisteknikker som fx induk-
tionsbeviser, som spiller en central rolle i flere forskellige sammenhange inden for
datamatikken.

Eksempel 2: Induktionsbevis pa simple eksempler, som bevis for

1
1+2+...+n:§n(n+1)

Et tredie eksempel er inden for matematisk logik (propositions- og praedikatkal-
kule).

Eksempel 3: Logiske udtryk i programmering

if (not a or not b) if (not a and not b) 1if (not (a and b))

{ { {

} } }
Det “formelle resonnement” vil typisk vere at opskrive sandhedstabeller
for de forskellige logiske udtryk. Ved hjelp af eksempler (modeksempel)

kan man indse, at not (a and b) ognot a and not b ikke er det
samme.

Hvad angér det at kunne udtenke og gennemfgre informelle og formelle rason-
nementer (pa basis af intuition), herunder omforme heuristiske r&sonnementer til
egentlige (gyldige) beviser, kan det fx dreje sig om analyse af inddata (eksempel 4)
eller udledning af matematiske resultater, som at finde et lukket udtryk for summen
142+ ... +n (eksempel 5).

Eksempel 4: Tilstandsdiagrammer:
Tilstands-/overgangsdiagram for simpel lommeregner (kun heltal, samt de
fire regneoperatorer har samme prioritet). Et feerdigt resultat vises i figur
G.1, men inden da skal man igennem uformelle overvejelser, som begrun-
der overgangene, samt pavise, at diagrammet er udtgmmende (beskriver alle
indtastningsmuligheder pé den simple lommeregner).
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Ciffer Clear LigMed

Ciffer

Ciffer

Operator

LigMed

Operation

Operator

Figur G.1 Tilstands-/overgangsdiagram for simpel lommeregner (kun heltal; desuden har
de fire regneoperatorer her samme prioritet).

Eksempel 5: Uformelt reesonnement pa fglgende:
Bestem 1 +2+..+n.
Prgv at legge forste og sidste tal sammen. Hvad giver det?
Tag derefter det andet tal og det nastsidste tal.

Problemer hvis n er ulige? Hvisn = 1?

Nar man er kommet gennem disse uformelle reesonnementer, vil det vare
naturligt at prgve at lave et formelt reesonnement.

Anvendelse eller optakt til ovenstdende sum kunne vere:

;1 < n; di++)
0; j < 1i; j++)

for (i
for (

S|
I o

Hvor mange gennemlgb?
Tidskompleksitet: O(n)?, O(n?)?
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G.2.5 Reprasentationskompetence
Karakteristik

Denne kompetence bestar dels i at kunne forstd (dvs. afkode, fortolke og skelne
mellem) og betjene sig af forskellige slags representationer af matematiske objek-
ter, fanomener, problemer eller situationer (herunder symbolske, specielt algebrai-
ske, visuelle, geometriske, grafiske, diagrammatiske, tabelmassige eller verbale re-
prasentationer, men ogsa konkrete repraesentationer ved materielle objekter), dels
i at kunne forstd de indbyrdes forbindelser mellem forskellige reprasentationsfor-
mer for det samme sagsforhold og have kendskab til deres styrker og svagheder,
herunder informationstab og -tilvaekst, dels i at kunne velge blandt og overseette
imellem forskellige representationsformer for et givet sagsforhold, alt efter situa-
tion og formal.

Kommentar

Karakterstikken her er uafgraenset i forhold til grundkarakteristikken i kapitel 4,
hvilket kan tages som udtryk for, at reprasentationskompetence har en central pla-
cering i datamatikeruddannelsen. Valg af (matematisk) repraesentationsform, vur-
dering af alternativer og konvertering imellem forskellige reprasentationsformer
er saledes meget centralt for datamatikere.

Eksemplificering

Vedrgrende det at kunne forsta og betjene sig af forskellige slags repreesentatio-
ner af matematiske objekter, fenomener, problemer eller situationer kan peges pa
fglgende forhold, som er representative for en rekke tilsvarende eksempler. De
har alle en matematisk kerne (typisk involverende logik, maengdelere og diskret
matematik), selv om de optreder i datamatisk ikleedning:

Sondringen mellem specifikation (hvad) og implementation (hvordan) af ab-
strakte datatyper: Her forventes det, at eleven kender en reekke fundamentale
abstrakte typer (stak, kg, prioritetskg, liste, mengde, multime@ngde, map)
samt alternative implementationer af disse (array, kadet liste, cirkuler liste,
bunke, sggetra, hashtabel).

Regneudtryk, udtrykstraeer og praecedensregler: Her forventes det, at eleven
kender syntaks og semantik for forskellige typer af udtryk, herunder prefix-,
infix- og postfix-udtryk, samt teknikker til beskrivelse heraf i form af ud-
trykstreeer og praecedensgrammatikker og evaluering ved hjelp af tregen-
nemlgb (pre-, in- og postorder-gennemlgb).
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Talsystemer og konvertering mellem disse: Her forventes det, at eleven kender
til principet for positionstalsystemer og specielt er fortrolig med 2-, 8-, 10-
og 16-talsystemet, som er de fremtreedende talsystemer inden for datama-
tikken. Specielt skal eleven kunne konvertere frem og tilbage mellem disse
talsystemer.

Det at kunne forstd de indbyrdes forbindelser mellem forskellige repreesentations-
former for det samme sagsforhold og have kendskab til deres styrker og svagheder,
herunder informationstab og -tilveekst drejer sig is@r om relationen mellem speci-
fikation og implementation af savel algoritmer som datastrukturer — ogsé de af en
matematisk natur — for eksempel

Specifikation og implementation af datatyper og beregninger: Her forventes
det, at eleven kender teknikker til abstrakt (det vil sige implementationsuaf-
hangig) specifikation af datatyper og beregninger fx i termer af funktionelle
specifikationer ved hjalp af sakaldte pree- og post-betingelser.

Typehierarkier: Her forventes det, at eleven kender til principper for afkobling af
programkomponenter ved at programmere op mod abstrakte datatyper (in-
terfaces eller abstrakte klasser), hvor samme abstrakte type kan dekke over
vilkarligt mange, og op til den felles abstrakte type, vilkarligt forskellige
konkrete datatyper. I den forbindelse (specielt i forbindelse med simulering
af “genericity”) kan der opsta behov for sakaldt “downcast” for at genskabe
information om objektets konkrete datatype.

Formelle sprogklasser og automater: Her forventes det, at eleven kender til for-
skellige klasser af formelle sprog (specielt regulere og kontekstfri sprog)
samt tilhgrende grammatikker og automater, der kan henholdsvis generere
og genkende disse sprog. Specielt forventes eleven at vare fortrolig med for-
skellen pa de forskellige sprogklasser og de tilhgrende automater (regueere
og kontekstfri sprog versus endelige automater og “push-down” automater).

Hvad angér det at kunne veelge blandt og overseette imellem forskellige repreesenta-
tionsformer for et givet sagsforhold, alt efter situation og formdl, drejer det sig iser
om evnen til at kunne beskrive systemer pa forskellige abstraktionsniveauer og ef-
ter forskellige perspektiver. Der er utallige eksempler pa dette inden for datamatik,
men her skal blot nevnes tre omrader, hvor denne del af representationskompe-
tencen er essentiel:

Systembeskrivelse: Her forventes det, at eleven kender teknikker til beskrivelse
af statiske savel som dynamiske aspekter af systemer, samt beskrivelser pa
typeniveau savel som instansniveau, og endelig grafiske savel som tekstuelle
beskrivelser af de samme sagsforhold (fx klasse og objektmodeller, sekvens-
diagrammer, tilstandsmaskiner, partielle ordninger af handelser osv.).



G.2 Matematiske kompetencer i datamatikeruddannelsen 307

E/R-model versus relationel datamodel: Her forventes det, at eleven kender til
datamodellering ved hjelp af E/R-modellen, samt er fortrolig med teknikker
til omformning af en E/R-model til en relationel datamodel, der kan danne
grundlaget for realisering i et konventionelt relationelt databasesystem.

Den lagdelte computer: Her forventes det, at eleven kender til principper for hie-
rarkisk organisering af en computers hardware og software i et antal (ab-
strakte) virtuelle maskiner, hvor relationen mellem de enkelte niveauer er
realiseret ved hjelp af oversattelse og/eller fortolkning.

G.2.6 Symbol- og formalismekompetence
Karakteristik

Pa datamatikeruddannelsen bestar dennne kompetence i at kunne afkode symbol-
og formelsprog, i at kunne oversette frem og tilbage mellem symbolholdigt mate-
matisk sprog og naturligt sprog, og i at kunne behandle og betjene sig af symbol-
holdige udsagn og udtryk, herunder formler. Dels i at have indsigt i karakteren af og
“spillereglerne” for formelle matematiske systemer (typisk aksiomatiske teorier).

Kommentar

En datamatiker adskiller sig vaesentligt fra en datalogisk/matematisk uddannet kan-
didat derved, at datamatikeren som hovedregel benytter matematiske lerescetnin-
ger/resultater og kun i mindre omfang beviser disse s@tningers gyldighed. Data-
matikeren far derved behov for at have udviklet kompetence i forhold til at sztte
sig ind i resultater, som vedkommende ikke ngdvendigvis kan bevise, men som
vedkommende har tiltro til er rigtige eller sandsynlige.

Som fgr nevnt omhandler generelt softwareudvikling at transformere et behov ud-
trykt i menneskesprog til et edb-program udtrykt i matematisk sprog (det binzre
talsystem). Denne transformation er abstrakt og omhandler opbygning af modeller,
der via mapning bliver mere og mere matematiske, jf. kommentaren til modelle-
ringskompetence. Hermed anvendes symbolsprog og formalisme mere og mere, jo
leengere man er fremme i udviklingprocessen.

Saledes udfordres datamatikeren ofte pa en vanskeligt adskillelig méde pa sin be-
siddelse af modelleringskompetence, reprasentationskompetence, samt symbol-
og formalismekompetence, hvilket ogsa kommer til udtryk i nedenstdende eksem-
plificering.

Eksemplificering

I realiseringsfasen af et softwareudviklingsprojekt udtrykker man sig meget i mate-
matisk symbolsprog og formalisme (et programmeringssprog). Som programmgr
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er det ngdvendigt at kunne afkode et program og forstd, hvad det udfgrer, for at
kunne foretage fejlretning og eventuelt videreudvikling. Her foretages savel “af-
kodning af symbolsprog” som det at “oversatte frem og tilbage mellem symbol-
holdigt matematisk sprog og naturligt sprog” i vid udstrakning. Ogsa i analyse- og
designfaserne af en udviklingsproces udgves symbol- og formalismekompetencen,
om end den “verden”, der arbejdes i, bliver mindre matematisk, jo l&ngere vek
man kommer fra edb-maskinen.

Konkret kan det eksempelvis handle om

* At kunne udtrykke og fortolke en algoritme/edb-funktion/edb-system.

» Udarbejde et program/en algoritme samt afkode samme.

Det at behandle og betjene sig af formler er der allerede givet et par eksempler
pa i forbindelse med eksemplificeringen af modelleringskompetencen. Her kan vi
tilfgje

» kompleksitets-, performance- og kapacitetsberegninger,
« forudseelse af eventuelle flaskehalse i et computernetvaerk, samt

« utallige problemstillinger fra investeringsteori og regnskabsanalyse

som eksempler pad omrader inden for datamatikeruddannelsen, hvor formler er i
spil 1 stor udstrekning.

Indsigt i karakteren af og “spillereglerne” for formelle matematiske systemer kom-
mer fx 1 spil i forbindelse med

 udtrekning af data fra en relationel database, hvor det er ngdvendigt med
kendskab til mangdelare.

 formulering ved hjelp af grafer (der i datamatik ofte antager formalisme-
karakter) samt afkodning af disse (eksempelvis klassediagrammer, tilstands-
maskiner, data-flow-diagrammer m.v.).

* udarbejdelse af en algoritme, hvor det er ngdvendigt at have indsigt i logik,
eksempelvis “if-then-else” konstruktionen.

G.2.7 Kommunikationskompetence
Karakteristik

Pa datamatikeruddannelsen bestar dennne kompetence i at kunne stte sig ind
i og fortolke andres matematikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle udsagn
og “tekster”, dels i at kunne udtrykke sig pa forskellige mader og pa forskellige
niveauer af teoretisk eller teknisk precision om matematikholdige anliggender,
skriftligt, mundtligt eller visuelt over for forskellige kategorier af modtagere.
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Kommentar

Typiske “modtagere” er medstuderende, lerere, brugere af it-systemer, be-
slutningstagere i virksomheder/det offentlige vedr. it-systemudvikling eller it-
anskaffelser m.v.

Eksemplificering

Nesten alle de eksempler, som tidligere er givet til illustration af de gvrige kompe-
tencer, kan ogsa tjene til at eksemplificere kommunikationskompetence i og med
matematik, hvorfor et enkelt eksempel naevnt her ma reekke:

* Atlese og forsta et program, der ikke er skrevet af én selv, kan opfattes som
et eksempel pa, at man satter sig ind i et matematikholdigt anliggende for at
uddrage den logik, som benyttes i programmets algoritme- og datastruktur.

Kommunikationskompetencen tydeligggres derefter yderligere, nar der skal
udarbejdes en brugervejledning til dette program/system. Eksempelvis i be-
skrivelsen af inddata og uddata fra programmet, samt selve programmets
logik.

Alt dette (m.m.) skal datamatikeren kunne formidle skriftligt, mundtligt og
visuelt til mange forskellige malgrupper og med forskellige niveauer af te-
oretisk og teknisk pracision. Malgrupper er beslutningstagere, brugere, sy-
stemudviklere, programmgrer, driftsafdeling, systemprogrammgrer osv.

G.2.8 Hjxlpemiddelkompetence
Karakteristik

Pa datamatikeruddannelsen bestar dennne kompetence i dels i at have kendskab
til eksistensen og egenskaberne ved diverse former for relevante redskaber til brug
for matematisk virksomhed, og have indblik i deres muligheder og begrensninger
i forskellige slags situationer, dels i at veere i stand til, pa reflekteret vis, at betjene
sig af sadanne hjelpemidler.

Kommentar

P& datamatikeruddannelsen bruges — ikke overraskende — en lang rekke it-
redskaber, som jo i sig selv kan vare et matematisk hjelpemiddel. Flere af
disse it-redskaber har indbyggede matematiske hjelpemidler, hver iser med
mange muligheder og begrensninger i forhold til forskellige anvendelsesomra-
der/problemstillinger.
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Eksemplificering

Ogsa her kunne en lang reekke af de tidligere nzvnte eksempler genbruges med en
papegning af, hvilke hjelpemidler der forventeligt vil vaere i spil ved arbejdet med
de forskellige opgaver. Udover at pege pa den oplagte brug af lommeregner, reg-
neark, pc osv. vil vi ngjes med et eksempel, hvor udvikling af matematikforstaelse
og betjeningen af et stykke software gar hand i hand:

* Forespgrgselssproget SQL til relationelle databaser baseret pd mangdelere
og pradikatkalkylen er genstand for, at eleven via sin matematiske viden
udnytter disse muligheder pa mere eller mindre avanceret niveau. Det er her,
at refleksionen over betjeningen kommer ind: Skal jeg sgge denne mengde
forst, og dern®st denne? Eller skal jeg forst selektere efter dette kriterium,
for derefter at udsgge det endelige resultat?

Tilsvarende eksempler kan n@vnes fra programmeringsdisciplinen, eksem-
pelvis nar man i et Java-program benytter matematikbiblioteker (sqrt, sin,
trunc ...).



H Universitetsuddannelser i
matematiske fag

H.1 Generelle kommentarer

Pa universiteterne optreeder matematik, matematikundervisning og matematikkom-
petencer i mange forskellige fagomrader, under mange forskellige former og med
meget forskellig vagt.

Pa den ene side har vi uddannelserne i matematiske fag, som omtales naermere i
naste afsnit. Pa den anden side har vi uddannelser, hvori matematik er hjelpefag.
Denne status som hjelpefag varierer inden for et bredt spektrum. I den ene ende
kan det forudsettes, at de studerende allerede besidder visse matematiske kompe-
tencer, som studiet uden videre treekker pa (fx jura, medicin) uden at sgge dem
udbygget i selve studiet. Ind imellem findes dels studier (fx psykologi), der rum-
mer kurser (ofte sdkaldte “metodekurser”), som ikke har et matematisk navn, men
som ikke desto mindre rummer matematiske kompetencer, fx i sammenhang med
data(re)prasentation og statistik, dels studier (fx geofag, biologi, kemi, gkonomi),
som rummer kurser i sa@rligt tilpasset “fagrelevant” matematik. I den anden ende
af spektret treeffer vi studier (fx fysik og ingenigrfag), som treekker s massivt pa
en flerhed af matematiske kompetencer, at det ofte kan vare vanskeligt at afggre,
hvor matematikken holder op, og faget begynder.

Det siger sig selv, at det ikke vil vare muligt i en rapport som denne at yde denne
mangfoldighed af studier, hvori matematik er hjelpefag, retferdighed. Dertil er de
fagspecifikke omstendigheder for varierende. Gennemgéaende for dem alle er dog,
at modelleringskompetence, og de kompetencer som stgtter den, star i centrum i
alle disse studier. Det betyder, at ogsa problemlgsnings-, representations-, symbol-
og formalisme-, samt hjelpemiddelkompetencerne s@dvanligvis har en vis vaegt.
Hvor kompetencerne optreder, er det karakteristisk, at de sjeldent optreder med
fuld dekningsgrad, samtidig med at bade den aktionsradius og det tekniske niveau,
de udgves pa, gerne er meget fokuseret pa den studiefaglige substans, de skal brin-
ges 1 spil over for.

Mangfoldigheden taget i betragtning har vi, som antydet, fundet det ngdvendigt at
afsta fra at eksemplificere kompetencerne i forhold til sddanne studier. Det bekla-
ger vi egentlig, bl.a. fordi en sddan eksemplificering kunne tjene til at artikulere,
hvad matematiske kompetencer bestér i og ggr godt for i disse forbindelser, men
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ogsa fordi eksemplerne ville vaere klarggrende for forstaelsen af matematikunder-
visningens rolle i uddannelsessystemet som helhed. I stedet har vi bestrabt os pa i
eksemplificeringen af kompetencerne over for de matematiske fag, som skal omta-
les nedenfor, at vaelge i det mindste nogle eksempler, som ogsé kan vare menings-
fulde i forhold til matematik som hjelpefag.

H.2 Matematiske kompetencer i universitetsuddannelser
i matematiske fag

Under denne rubrik inkluderer vi alle universitetsuddannelser, der sigter mod at
uddanne matematikere til funktioner i forskning eller i videregaende anvendelse af
matematik, uanset hvilke titler, der benyttes for de studieprogrammer, uddannel-
serne foregar under. Vi tenker altsa ikke kun pa cand.scient.’er i matematik, men
ogsa pa kandidater i forsikringsvidenskab, matematisk statistik, teoretisk datalogi,
operationsanalyse osv. Vi er helt pa det rene med, at disse uddannelser rummer an-
dre vesentlige momenter end matematik, men at disse momenter oftest i en eller
anden grad er sammenvavede med matematik. Sddan set omfatter denne gruppe
ogsa kommende lerere til gymnasiale og videregaende niveauer, men de er jo viet
et serligt kapitel i denne rapport og skal derfor ikke omtales n&rmere her.

Felles for disse uddannelser — og det der begrunder betegnelsen “matematis-
ke fag” — er, at de alle foruds®tter matematiske kompetencer med fuld dak-
ningsgrad, om end med varierende vagt pa de forskellige kompetencer. For sa-
kaldt “rene” matematikere, dvs. personer der skal varetage matematisk forsk-
ning eller generelle anvendelsesfunktioner, leegges der traditionelt serlig vegt pa
tankegangs-, problembehandlings-, resonnements-, reprasentations- samt symbol-
og formalismekompetencerne, og nu og da hjelpemiddelkompetencerne, mens
modellerings- og kommunikationskompetencerne ofte tillegges relativt mindre
vegt. Omvendt legges der for de “anvendte” matematikere sarlig vagt pa
modellerings-, reprasentations- og hjelpemiddelkompetencerne, og nu og da ogsa
pa kommunikationskompetence, hvilket imidlertid ikke ma forstas sidan, at de gv-
rige kompetencer af den grund tillegges ringe vagt.

Forskellene mellem de matematiske uddannelser ligger i, at de enten fokuserer
pa serlige genstandsomrader for matematikanvendelsen (sdsom forsikringsanlig-
gender, IT-systemer) eller pa sarlige, overgribende matematiske problemstillinger
og fenomentyper af betydning for anvendelserne (stokastisk variation, optimering,
operationer og beslutninger), eventuelt pa en kombination af de to. Imidlertid kom-
mer disse forskelle, som navnt, ikke til udtryk i kompetencernes dekningsgrad,
men i de sammenhange og situationer, de udgves i. Dette er, pa sin side, dels et
spgrgsmal om aktionsradius og teknisk niveau, hvor der i begge tilfeelde er tale om
en specialisering i retning af genstandsomrader eller fanomentyper, dels et spgrgs-
mal om forbindelsen til de matematiske emner (fx sandsynlighedsregning, statistik,
diskret matematik og optimering), som kompetencerne bringes i spil overfor.
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Af denne grund er der efter vores opfattelse ikke noget forgjort i at behandle kom-
petencerne i universitetsuddannelser i matematiske fag under ét. De eksempler,
som er valgt nedenfor, er i de fleste tilfeelde valgt fra de fgrste par ar af univer-
sitetsundervisningen. I ikke s fa tilfeelde kan selve det matematiske stof, der er
indeholdt i eksemplerne, treffes i skolen - og det er bevidst - men det tekniske ni-
veau, der fordres af den kompetence, som eksemplificeres, bringer den ikke desto
mindre op pa et universitert plan.

Vi har her, hovedsagelig af pladshensyn, udeladt de almene kommentarer, som i
kapitel 4 var indfgjet for at klarggre den enkelte kompetences relation til andre
kompetencer.

H.2.1 Tankegangskompetence
Karakteristik

I universitetsuddannelserne i matematik bestar denne kompetence for det forste i at
veere klar over hvilke slags spgrgsmal, som er karakteristiske for matematik, i selv
at kunne stille sadanne spgrgsmadl, og i at have blik for hvilke typer af svar, som kan
forventes. Af serlig vigtighed er her matematikkens efterstrebelse af ngdvendige
og tilstrekkelige betingelser for et objekts besiddelse af en given egenskab.

Den bestar tillige i at kende, forstd og hdndtere givne matematiske begrebers reek-
kevidde (og begrensning) og deres forankring i diverse domener, i at kunne udvide
et begreb ved abstraktion af egenskaber i begrebet, i at kunne forstd hvad der ligger
i generalisering af matematiske resultater og selv at kunne generalisere sidanne til
at omfatte en stgrre klasse af objekter.

Denne kompetence omfatter ogsa det at kunne skelne, bade passivt og aktivt,
mellem forskellige slags matematiske udsagn og pastande, herunder “betingede
udsagn”, “definitioner”, “satninger”, “feenomenologiske pastande” om enkelttil-
feelde, og “formodninger” baseret pa intuition eller erfaringer med specialtilfzlde.
Af sarlig betydning er her forstaelsen af den rolle, eksplicitte eller implicitte

“kvantorer” spiller i matematiske udsagn, ikke mindst nar de kombineres.

Eksemplificering

Karakteristiske spgrgsmal i matematik har ofte en prototypisk skikkelse a la, “Fin-
des der...?”, “Hvor mange. .. ?”, “Kan det tenkes at... ?”, “Er pastanden ngdven-
dig eller tilstreekkelig, eller begge dele?”, “Kan man slekke pa de gjorte forudset-
ninger uden at &ndre konklusionen?”.

Svarene kan typisk have formen “Ja, fordi...”, “Nej, fordi. .. ”, “Pastanden er ngd-
vendig, men ikke tilstreekkelig, som fglgende eksempel viser...”, “Det ath&nger
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af situationen, idet...”, “Det er et bent spgrgsmal...”, “Hvis...sé...”, “Der gel-
der...hvis og kun hvis...”.

Konkrete illustrationer af karakteristiske spgrgsmdl og svar kunne fx vere:

“Hvor mange forskellige bin@re n x n-matricer findes der?”

“2n2 ED)

“Hvor lange kan primtalslgse strek af naturlige tal vere?”

©w x> @ >

“Vilkarligt lange. For ethvert # findes en sekvens af n pa hinanden fglgende
naturlige tal, som er sammensatte, nemlig (n+ 1)!+2,(n+ 1)! +3...(n+
D!+ (n+1)”

A: “Er det sandt, at der findes sandsynlighedsfordelinger, som ikke har nogen
middelverdi?”

B: “Ja, Cauchy-fordelingen.”

>

“Er det sandt, at der findes funktioner, der er kontinuerte pa et dbent interval,
men som ikke er differentiable i noget punkt af intervallet? Hvis ja, hvor
mange findes der sa af den slags?”

“Ja, det er sandt. Der findes uendeligt mange sddanne funktioner.”
“Hvornar er restklasseringen (Z,,+,-) et legeme?”

“Praecis nar n er et primtal.”

> W oz W

“Er verdimengden for et tredjegradspolynomium altid hele m@ngden af re-
elle tal?”

“Ja"’
“Gelder det samme for alle polynomier?”
“Nej, ikke for dem af lige grad.”

“Findes der overhovedet nogen polynomier som har asymptoter?”

w @ oz W

“Ja, men kun f@grstegradspolynomier (hvis grafer jo selv er asymptoter); bort-
set fra dem har ingen andre polynomier asymptoter.”

>

“Udspringer topologien i et topologisk rum altid af en metrik?”
B: “Nej.”

A: “Kan man give en karakterisering af de rum, hvor dette gelder, dvs. en ikke-
triviel ngdvendig og tilstreekkelig betingelse for metriserbarhed?”
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: “Ja, men karakteriseringen er mere til nytte for teoretiske undersggelser end

et redskab til umiddelbar afggrelse af, om et foreliggende topologisk rum er
metriserbart.”

: “Kan man Igse enhver line@r 2. ordens differentialligning eksplicit, dvs. med

kendte funktionsudtryk?”

: “Nej, ikke generelt. Kender man derimod en enkelt nulpunktsfri lgsning til

den homogene ligning, kan samtlige andre Igsninger i princippet bestemmes
eksplicit, nemlig ved integration.”

: “Hvor kommer de reelle tal fra? Er det muligt at give en egentlig konstruktion

af systemet af reelle tal, eller ma vi antage dem givet pa forhand ved hjzlp
af et aksiomsystem?”

: “Man kan konstruere alle de sedvanlige talsystemer eksplicit ud fra de na-

turlige tal, som sd ma forudsettes givet, fx ved Peanos aksiomer. Konstruk-
tionen kan ske pa forskellige méder, typisk i en razkke skridt, der hvert invol-
verer overgangen til en kvotientstruktur, hvor kompositionerne + og - ‘Igftes
op’ til kvotientstrukturen. Fgrst kan man konstruere de hele tal. Derefter de
positive rationale tal, og straks efter de negative rationale tal. De reelle tal
kan sé konstrueres som @kvivalensklasser af Cauchyfglger af rationale tal,
hvor &kvivalensrelationen regner to sadanne fglger for ekvivalente, hvis de-
res differensfglge konvergerer mod 0. S& skal kompositionerne blot Igftes
med op, og det skal vises, at den séledes konstruerede talmangde opfylder
de gnskede krav. Til slut sker konstruktionen af de komplekse tal (og vi-
dere af kvaternionerne og Cayley-tallene, hvis de skulle have interesse) pa
sedvanlig algebraisk vis.”

: “Denne konstruktion lyder som en opstigning gennem et kinesisk @skesy-

stem af strukturer. Hvordan kan man sé tale om, at de naturlige tal er en
delmangde af de hele tal, som er en delm@ngde af de rationale tal, som er
en delmangde af de reelle tal, osv.?”

: “Det kraever ogsa, at vi finder en kopi af hvert talomrade inde i, fx, de kom-

plekse tal, dvs. en delm@ngde som er isomorf (strukturidentisk) med det
pageldende talomrade.”

: “OK, men hvad s& med konstruktionen af de reelle tal. Du sagde, at der var

flere mulige méder at konstruere dem péa. Havde man ikke féet et andet reelt
talomrade, hvis man havde valgt en af de andre konstruktioner?”

: “Det er et rigtig godt spgrgsmal. Faktisk er det ikke sddan, idet man kan

vise, at alle talomradder med de samme egenskaber som de reelle tal (dvs.
alle fuldstendige, arkimedisk ordnede legemer) er isomorfe. Derved kan vi
teenke pd dem som identiske kopier af hinanden, og altsd som udggrende ét
system af reelle tal.”
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A: “Hvorfor far punkthendelserne ved en kontinuert sandsynlighedsfordeling
pa R sandsynligheden 0?7

B: “Fordi en overtellelig familie af positive tal ikke kan summeres til et endeligt
tal, altsa heller ikke til 1.”

H.2.2 Problembehandlingskompetence
Karakteristik

I universitetsuddannelserne i matematik bestar denne kompetence dels i at kunne
opstille, dvs. detektere, formulere, afgrense og pracisere forskellige slags matema-
tiske problemer, “rene” sivel som “anvendte”, “abne” savel som “lukkede”, dels i
at kunne Igse sdidanne matematiske problemer i feerdigformuleret form, egnes savel

som andres, og om forngdent eller gnskeligt pa forskellige méader.

Eksemplificering

I betragtning af hvor centralt problemopstilling, problemformulering og problem-
lgsning er i virksomheden i matematikundervisning pa universitetsniveau, kan der
gives endelgst mange eksempler pa problemer og deres lgsning. Eftersom problem-
Igsning ofte er en kompliceret og langstrakt affere, er der granser for hvor detal-
jerede eksempler vi kan give her. Nogle fa kortere eksempler méa raekke.

A: “Hvis man ikke kan huske formlen for addition af en endelig kvotientrakke,
hvordan kan man da udlede den selv?”

B: “Lad os betegne fgrste led med a, kvotienten med g og antallet af led med n.
S4 skal vi altsa finde summen ag’ 4+aq' +...4aq"~'. Lad os benzvne denne
sum s, alts s, = aq® +aq' + ...+ aqg"'. Vi bemarker fgrst, at hvis g = 0
er opgaven overkommelig, idet s, = a for alle n. Noget tilsvarende gelder,
hvis g = 1, idet vi da har, at s, = na for alle n. I det fglgende undtager vi
derfor de tilfelde, hvor ¢ =0, 1.

Vi far nu den idé€ at forleenge den nzvnte identitet med ¢, sd vi opnar den

®kvivalente identitet (¢ er jo ikke 0): gs, = aq' +aq® + ...+ aq"™ " + aq".

Omskrives hgjresiden til a +aq' +aq* + ... + aqg"~' 4+ aq" — a, ser vi, at

den er lig s, + aq" — a. Da den samtidig var lig gs,, har vi i alt skaffet os

ligningen s, Il— aq" — a = gs,, til bestemmelse af s, (g er jo ikke 1). Lgsningen
q"—1 5

er s, :Cqu]

A: “Vi forestiller os en nal af lengden 1 kastet pa en plan, hvorpa der er givet et
dobbelt uendeligt parallelbundt af linjer med afstanden 1 mellem to nabolin-
jer. Hvad er sandsynligheden for, at ndlen skarer en linje?” (Dette problem
kaldes ofte Buffons naleproblem)
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B: “Det afggrende for problemstillingen er abenbart, om nalens endepunkter
ved kastet falder pa hver sin side af en linje (eventuelt falder ét endepunkt,
eller begge, pa en af linjerne), eller om begge falder @gte mellem de samme
to nabolinjer. I det fgrste tilfelde er der skering med en linje, i det andet
tilfeelde ikke. I alle fald er det udelukkende endepunkternes placering pa
normaler til linjebundtet, der har betydning, hvorimod en translation parallelt
med linjebundtet ikke @ndrer pd, om skering indtraeder eller e;j.

P4 den baggrund kan vi parametrisere nalens stilling saledes. Nalens stilling
er givet dels ved den entydigt bestemte placering af dens “nederste” ende-
punkt (hvis nélen lander parallelt med linjebundtet regner vi det venstre for
det nederste), dels ved den entydigt bestemte vinkel i intervallet [0, [, som
nélen danner med linjerne i bundtet. Kaldes det nederste endepunkts afstand
til den nzermeste overliggende linje for x, x €]0, 1], og den vinkel, nalen dan-
ner med linjerne i bundtet (sedvanlig orientering), for ¢, fastlegges nalens
placering entydigt af talparret (¢,x) € [0,m[x]0, 1].

Vi kan nu slé fast, at nilen skerer en linje, netop hvis sin(¢) > x. Antages
nu talparrene (¢,x) ligefordelt i [0,n[ % |0, 1], kan denne handelse tilleg-
ges sandsynligheden “arealet under sinusgrafen pa intervallet [0, 7t[ divideret
med arealet af rektanglet”. Dette er netop % Hermed er problemet Igst.”

A: “Hvis man kun havde mgnter med vardierne 3 og 5, hvilke belgb kunne man
sa betale med disse mgnter? Hvad hvis verdierne var a og b (naturlige tal),
a<b?l

B: “Abenbart kan der kun blive tale om heltallige belgb. Blandt dem kan man
oplagt ikke betale belgbene 1, 2, 4 og 7. Men alle stgrre heltalsbelgb kan
rammes. Lad os f@rst konstatere, at 6 kan nas med to 3-mgnter, 8 med én af
hver af mgnterne, 9 med tre 3-mgnter, og 10 med to 5-mgnter. Kan vi indse,
at alle belgb mellem 10 og 14 kan ns, er vi feerdige, for sé kan vi na ethvert
stgrre belgb pa fglgende made:

Ethvert naturligt tal, , har en entydigt bestemt rest blandt tallene 0, 1, 2, 3, 4
ved division med 5. Det betyder, at der, hvis n er mindst 15, findes pracis ét
helt tal p > 2 og én rest r blandt 0, 1, 2, 3, 4, s at n = 5p + r. Foretager vi nu
omskrivningen n = 5(p—2) + 10+ r, vil p—2 vere et positivt helt tal, mens
10+ r er et helt tal fra og med 10 til og med 14. Eftersom belgbet 5(p —2)
kan betales med 5-stykker (p — 2 stks), og belgbet 10+ r falder inden for det
fremhavede omrade og dermed pr. forudsatning ogséa kan betales med 3- og
5-mgnterne, kan ogsé alle belgb fra og med 15 betales med disse mgnter.

At belgbene 11, 12, 13 og 14 kan nas, ses ved simpel inspektion (11 = 2-
345,12=4-3,13=342-5, 14 =3-3+5). Hermed er problemet l@st.”
(Vi afstar fra at bringe lgsningen pa det generaliserede problem.)

A: “Hvis man skal udskare og rulle et stykke karton, sa det fremstiller en skrat
afskaret cirkuler cylinder, som i Planetariet i Kgbenhavn, hvilken randkurve
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skal man sa veelge i kartonets ene ende?”
B: “Lad os antage at den faerdige cylinder har radius r, og at det laveste punkt

pé det plane, skrd “tag” skal have afstanden m fra grundplanen, og det hg-
jeste afstanden M. Lad os derefter indlegge et tredimensionalt koordinatsy-
stem i cylinderen, sadan at bade tagets lavpunkt og dets hgjdepunkt ligger i
xz-planen og har koordinaterne hhv. (r,0,m) og (—r,0,M), og sadan at cy-
linderens akse er z-aksen.

Sa vil aksens skeringspunkt med taget have koordinaterne (0,0, (m + M) /2),
mens (M —m,0,2r) vil vere en normalvektor til tagplanen. Repreasenterer
vi det typiske punkt pa skeringskurven mellem cylinderen og taget ved ko-
ordinaterne (rcost,rsint,h(t)),t € [0,2n[, er det essentielt hgjdefunktionen
h, som skal bestemmes. Det sker ved at forlange, at vektoren fra cylinderak-
sens skeringspunkt med taget til punktet pa randkurven er vinkelret pa den
valgte normalvektor til tagplanen, dvs.
m+M

(rcost,rsint,h(t) - T) (M —m,0,2r) =0,

altsa
(M —m)rcost+2rh(t) —r(m+M) =0.

Heraf kan vi bestemme A:
_ m+M M-—m

h(r) —5 "3

cost , t€[0,2n[.

Foretrekker vi at parametrisere hgjden som funktion af buelengden s (sva-
rende til den underste side pa kartonstykket), fremfor som funktion af drej-
ningsvinklen 7, har vi (s = rt) sluttelig

m+M M-—m
2 2

H(s)=h(s/r) = cos(s/r), s€[0,2mr].

Hermed er opgaven Igst.”

“Middelalderens naturfilosoffer betragtede fglgende problem, som de ansa
for et paradoks: Hvis en cirkelring ruller et stykke pa en ret linje, vil det
til enhver tid laveste punkt pa den inderste, henholdsvis den yderste cirkel
gennemlgbe samme straekning. Hvordan kan det forenes med, at den inderste
cirkel har kortere omkreds end den yderste? Er der tale om et paradoks? ”

“Undersgg hvad der sker i greensen ved iteration af den affine funktion pad R
givet ved f(x) = ax+ b. Dvs. undersgg f"(xo) for n — oo for alle vaerdier af
a,b,xy”

“Hvorfor gelder den sakaldte 9-prgve, at 9 gar op i et naturligt tal, opskrevet
i 10-talsystemet, netop hvis 9 gér op i tallets tversum?”
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H.2.3 Modelleringskompetence
Karakteristik

I universitetsuddannelserne i matematik bestar denne kompetence pa den ene side
1 at kunne analysere grundlaget for og egenskaberne ved foreliggende modeller og
at kunne bedgmme deres rekkevidde og holdbarhed. Hertil hgrer at kunne “afma-
tematisere” (trek ved) foreliggende matematiske modeller, dvs. at kunne afkode og
fortolke modelelementer og -resultater i forhold til det felt eller den situation som
er modelleret. Pa den anden side bestar kompetencen i at kunne udfgre aktiv mo-
delbygning i en given sammenhang, dvs. at bringe matematik i spil og anvendelse
til behandling af anliggender uden for matematikken selv.

Aktiv modelbygning indeholder en raekke forskellige elementer. Fgrst at kunne
strukturere det felt eller den situation der skal modelleres. Dernast at kunne gen-
nemfgre en matematisering heraf, dvs. en oversattelse af objekter, relationer, pro-
blemstillinger m.v. til et omrade af matematikken, resulterende i en matematisk
model. At kunne behandle den opstaede model, herunder Igse de matematiske pro-
blemer den matte give anledning til, samt at kunne validere den ferdige model,
dvs. bedgmme dens holdbarhed béde internt (i forhold til modellens matematiske
egenskaber) og eksternt (dvs. i forhold til det felt og den situation modellen om-
handler). Der indgér tillige at kunne analysere modellen kritisk, bade i forhold til
dens egen brugbarhed og relevans og i forhold til mulige alternative modeller, og
at kunne kommunikere med andre om modellen og dens resultater. Endelig ind-
gar det i aktiv modelbygning at have overblik over og kunne styre den samlede
modelleringsproces.

Eksemplificering
Nar det geelder analysen af foreliggende (eller foreslaede) modeller, kan man fx

* undersgge den model, Danmarks Statistik benytter til jevnlige fremskrivnin-
ger af udviklingen i den naeste 30-ars-periode af den danske befolkning, for-
delt pa kgn og alder, fx med henblik pa klarleegge modellens fglsomhed over
for forandringer i nggleparametre som fertilitet, dgdskvotienter og migration
osV.

» undersgge den preskriptive model, som benyttes til fejlrettende kodning af
CD’ere. (Dette hgrer hjemme pa et lidt videregdende niveau.)

Hvad angéar aktiv modelbygning, kan man fx opstille en model til behandling af
udfordringer som de nedenstaende. I alle tilfeelde er det ngdvendigt at foretage af-
grensninger, ggre antagelser, eller indhente data for at behandlingen kan foretages.
I nogle tilfelde kan der desuden veare brug for at tilegne sig nyt matematisk eller
andet stof.
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* “Hvor meget bliver et reb kortere af, at der slés en enkelt lgkke pa det?”
* En vurdering af hvor dyrt det er at tale i mobiltelefon.

* Opstilling af en generel model til balancering af kemiske ligninger, sddan at
der bade tages hensyn til stofbalancer og ladningsbalancer.

* “Hvordan hanger omdrejningstallet sammen med tidsforlgbet i en video-
bandoptager?”

* “Hvordan skal man stille henholdsvis spejlet pd en overheadprojektor og
projektionssk@rmen, sadan at billedet af et rektangel bliver et rektangel?”

* En vurdering af hvor stor en del af energiforbruget i Danmark der kan daek-
kes af vindmgller, og hvor mange mgller det ville give anledning til.

* “Hvordan udvikler antallet af AIDS-tilfzelde i Danmark sig?”

* “Er der et sted, hvor det er bedst at stille sig for at kunne betragte et maleri i
et museum?”

H.2.4 Rasonnementskompetence
Karakteristik

I universitetsuddannelserne i matematik bestar denne kompetence pa den ene side
i at kunne fglge og bedpmme et matematisk reesonnement, dvs. en kede af argu-
menter fremsat af andre pa skrift eller i tale til stgtte for en pastand, specielt at
vide og forstd hvad et matematisk bevis er, og hvordan det adskiller sig fra andre
former for matematiske raesonnementer, fx heuristiske r&esonnementer hvilende pa
intuition eller pa betragtning af specialtilfalde, og at kunne afggre hvornar et ma-
tematisk reesonnement faktisk udggr et bevis, og hvornar ikke. Heri indgér at for-
std den logiske betydning af et modeksempel. Det indgér tillige i kompetencen at
kunne afdeekke de beerende idéer i et matematisk bevis, herunder skelne mellem
hovedpunkter og detaljer, mellem idéer og teknikaliteter.

Pa den anden side bestar kompetencen i at kunne udtenke og gennemfpre infor-
melle og formelle reesonnementer (pa basis af intuition), herunder omforme heu-
ristiske reesonnementer til egentlige (gyldige) beviser.

Eksemplificering

Som eksempler pa det at fplge og bedgmme et matematisk reesonnement kan naev-
nes:
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A: “Har man en konvergent fglge af kontinuerte funktioner pa et interval, er

B:

grensefunktionen kontinuert.”

“Nej, som fglgende modeksempel viser, er pastanden forkert, idet fx funk-
tionsfglgen f,, givet ved f,(x) = x",x € [0, 1] er punktvis konvergent mod
grensefunktionen f, f(x) =0, for x € [0,1], f(1) =1, og f er jo abenbart
ikke kontinuert.”

A: “Enhver kontinuert, reel funktion f : R — R, som opfylder f(x+y) = f(x)+

f(y) for alle x,y € R, ma vere linear, dvs. en proportionalitet af formen
f(x) = ax,x € R for et eller andet reelt tal a.

Det indses saledes. Lad os kalde f(1) for a. Sa fglger det uden videre ved
induktion, at f(n) = nf(1) = na, s pastanden er sand for alle naturlige tal
n. Eftersom f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), fglger, at f(0) =0 = a0. Sa
fglger videre, at f er en ulige funktion, dvs. f(—x) = — f(x), idet 0 = f(0) =
f(x+(—x)) = f(x) + f(—x). Specielt er for alle negative hele tal f(—n) =
—f(n) = —an, hvorved pastanden er sand for alle hele tal. For at betragte
f pa de rationale tal, ser vi pa de naturlige tal p og g. Eftersom a = f(1) =
f(é +...+ é) :f(é) +. ..—i—f(é) = qf(é) (de indgéende summer har g led)
er f (l) = al. For det naturlige tal p har vi s (de fglgende summer har p led)
q q

(&) Zf($+...+é) Zf(é)—i—...—i—f(é) :pf(é) :paé = al. Eftersom vi
ved, at f er ulige, virker den ogsa pa de rationale tal som en proportionalitet
med proportionalitetskonstanten a.

Hidtil har vi kun benyttet, at f er additiv. For at sikre, at f er linesr pa hele
R, ma vi udnytte, at f er kontinuert. (Ellers er pastanden simpelthen forkert.
Man kan vise, at der findes diskontinuerte og dermed ikke-line®re lgsninger
til funktionalligningen.)

Argumentet for lineariteten fuldfgres saledes: Lad os med g betegne funktio-
nen g(x) = ax for alle x € R. Eftersom bade f og g er kontinuerte, er deres
differens det ogsé, og mengden M = {x € R|f(x)-g(x) = 0} er dermed af-
sluttet (lukket) i R. Da vi netop har vist, at den indeholder Q, vil afslutningen
af Q ogsd vere indeholdt i M. Men eftersom afslutningen af Q jo er R (Q
ligger teti R), mé altsd i alt R C M, m.a.o. R = M. Ergo er f = g pé hele
R, hvilket viser, at f er linezr. Hermed er pastanden bevist.”

B: “Det lyder jo ganske antageligt, Sokrates.” (Platon: Faidros)

A: “Ethvert ulige tal er ssmmensat. Thi hvis 7 er ulige, er n = ((n+1)/2)* —

((n—1)/2)?, hvor bade (n+1)/2 =k og (n—1)/2 = m er hele tal (da n er
ulige). Men eftersom k> —m? = (k —m)(k+m), er n sammensat.”

: “Rasonnementet er forkert, fordi k —m = 1, sa der pastés blot at n =1-n,
hvilket jo ikke ggr # til et sammensat tal.”

o Beviset for irrationalitet af v/2.
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Til illustration af hvad det kan betyde at vide og forstd, hvad et bevis (ikke) er, kan
vi anfgre fglgende bevisforslag:

A: “Hvis f har grenseverdien b for x gdende mod a, og g har grensevardien ¢
for y gdende mod b, ma den sammensatte funktion go f have grensevardien
¢, nar x gar mod a. For nér x gar mod a, vil jo pr. forudsatning f(x) gd mod
b, hvilket videre pr. forudsetning om g fgrer til, at g(f(x)) gir mod c, hvilket
netop var pastanden.”

B: “Dette er ikke et holdbart bevis, for handteringen af grensevardibegrebet er
for 1gs og uskarp. Faktisk er den péstand der ‘bevises’ forkert, med mindre
g opfylder yderligere forudsetninger. Problemet er, at verdimengden for f
kan vere indeholdt i en del af definitionsmangden for g, pa en sidan made
at den sammensatte funktion ikke kan nerme sig c. Som fx med f og g
defineret ved f(x) = 0 for alle x, og g(0) = 1, men g(y) = 0 ellers. Sa vil
med a =0, f(x) gd mod b =0 for x gdende mod a. Desuden vil g(y) ga
mod ¢ = 0 for y gdende mod b(= 0). Men g(f(x)) = 1 for alle x. Det galder
derfor ikke, at g o f har greensevardien ¢(= 0) for x gdende mod a.”

Afdekning af de beerende idéer i et (korrekt) bevis kan illustreres saledes:

* “Gauss’ bevis for at 1 +2+...+n =n(n+ 1)/2 hviler pa den idé at man
kan bestemme summen ved hjelp af en ligning. Ved at legge tallet n+ ...+
2+ 1 til venstresiden fas dels den sggte sum to gange, dels n parenteser hver
bestaende af to tal hvis sum er n+ 1. At udnytte dette til at udtrykke summen
er derefter teknik (multiplikation af » med n + 1 efterfulgt af lgsning af en
enkel ligning).

Dette bevis har en fordel fremfor et seedvanligt induktionsbevis, som har den
svaghed, at det forudsetter et bud pad summen, hvilket ikke er pakravet i
Gauss’ bevis, som faktisk bestemmer summen.”

* “Hovedidéen i det sedvanlige bevis for dimensionss@tningen i linezr alge-
bra (“For en linear afbildning F af et endeligdimensionalt vektorrum 4 ind
i et vektorrum 7/ er summen af dimensionerne af nulrummet (kernen) og
billedrummet for F lig dimensionen af /") er folgende. Farst opsgges en
(endelig) basis for nulrummet for F, hvilket er muligt, da nulrummet er et
underrum i det endeligdimensionale vektorrum 7. Nu ved vi fra den almin-
delige teori, at denne basis kan suppleres op til en basis for hele 7. Opsgger
vi nu billederne ved F af disse supplerende basisvektorer, kan vi fgrst indse,
at de udspander hele billedrummet for F (F’s verdier pa nulrummet er jo
alle 0, sa de bidrager ikke meget til festen), dernest, at de faktisk er lineart
uathengige - hvilket fglger af, at de er billeder af basisvektorer, sammen-
holdt med F’s linearitet. Derved udggr de en basis for billedrummet. Deres
antal er jo netop differensen mellem dimensionen af 4/ og dimensionen af
nulrummet for F, hvilket just er indholdet af dimensionssatningen.”
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Endelig kan selvsteendig bevisfprelse, fra heuristik til formelt bevis, illustreres med
fglgende eksempel:

* “Man ma kunne bevise 9-prgvens korrekthed pa basis af den observation, at
9 gar op 1 99, 999, 9999.

Kernen i denne observation er jo i formaliseret form, at 9 altid gar op i
> ="719.10% (p > 1), som imidlertid er lig 10” — 1 (addition af en ende-
lig kvotientrackke). Derved gér 9 opi T = X _0apl0P =3""(a,(107 —1)+

2;8 ap, netop hvis 9 gér op i ZZ;S a,, som jo precis er tallet T’s tvaersum.

Mere generelt gar x —a (for x # a) op i x¥ — a?, idet (x —
a) (P taxP P +aPxP 2+ ... +aP ') =xP —aP. Forx =10 og a = 1 fés
resultatet for 9-prgven, mens vi med x = 10 og @ = —1 far den sakaldte 11-
prgve. Er nemlig p lige, slutter vi, at 11 = 10— (—1) gdropi 107 — (—1)? =
107 — 1, mens 11 for p ulige gar op i 107 — (—1)? = 10” + 1. Det betyder, at
11 gér op i et tal, netop hvis det gér op i tallets sdkaldte alternerende tvaersum,

=n

som for tallet 25:0 a,10P defineres som ap —ay +az +... + (—1)"a,”

(Bemarkning: Det er ogsa ved indsattelse af x = a + h i den n@vnte formel,

(a+h)P—

. . . P .
at det uden videre sluttes, at differenskvotienten . 9 for funktionen

x> xP (p>1) gar mod paP~!)

Man kunne ogsa nevne en reparation af forudsetningerne og argumenterne i oven-
stdende “bevis” vedrgrende sammensatte funktioner. Hvis fx g forudsettes at vare
kontinuert i b, er pastanden korrekt, og bevisskitsen kan udbygges og praciseres
til et korrekt bevis.

H.2.5 Reprasentationskompetence
Karakteristik

I universitetsuddannelserne i matematik bestar denne kompetence dels i at kunne
forstd (dvs. afkode, fortolke og skelne mellem) og betjene sig af forskellige slags
repreesentationer af matematiske objekter, fenomener, problemer eller situatio-
ner (herunder symbolske, specielt algebraiske, visuelle, geometriske, grafiske, dia-
grammatiske, tabelmassige eller verbale repraesentationer, men ogsa konkrete re-
presentationer ved materielle objekter), dels i at kunne forstd de indbyrdes for-
bindelser mellem forskellige reprasentationsformer for det samme sagsforhold og
have kendskab til deres styrker og svagheder, herunder informationstab og -til-
vakst, dels i at kunne veelge blandt og overseette imellem forskellige reprasenta-
tionsformer for et givet sagsforhold, alt efter situation og formal.
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Eksemplificering

P4 universitetsniveau er mangden af eksempler pad denne kompetence af gode
grunde ganske mange. Matematik pa dette trin betjener sig uafbrudt af en mang-
foldighed af symbolske, geometriske, grafiske, diagrammatiske, tabelmassige, I'T-
barne, visuelle samt verbale reprasentationer. Ogsa det at kunne oversatte mellem
dem er pa dagsordenen uafbrudt. Det er ogsa ganske sadvanligt, at det samme
matematiske objekt reprasenteres forskelligt i forskellige matematiske domaner
og under anlaeggelsen af forskellige synsvinkler. Vi indskraenker os til at give et
mindre antal eksempler.

Det er velkendt, at universitetsmatematik betjener sig af et vald af symbolske
representationer, hentet fra adskillige alfabeter (latinsk, graesk, gotisk, hebraisk)
samt fra s@rlige matematiske symbolbiblioteker.

Nar det gelder visuelle repraesentationer i bred forstand kan navnes

* Kombinerede Venn- og pilediagrammer — ofte ganske komplekse — benyttes
dagligt til representation af ma@ngder, delmangder, og afbildninger i uni-
versiteternes matematikundervisning. Principdiagrammer for grafer (i den
betydning ordet har i diskret matematik), matricer, funktordiagrammer og
lignende, der ogsa hgrer hjemme i denne forbindelse, kan ligefrem blive
selvstendige matematiske objekter. Af s@rlig betydning er det her at kunne
forstd og fortolke — og iser undlade at overfortolke — indeholdet i sdédanne
diagrammer.

* Plane tegninger, gerne af semiperspektivisk art, til at repraesentere koordinat-
systemer, geometriske objekter og funktionsgrafer i en, to og tre dimensioner
er standard i universitetsmatematik.

Pa dette trin benyttes tegninger i planen jevnligt ikke blot til at repreesentere
tredimensionale forhold, men ogsa mangedimensionale forhold, som af op-
lagte grunde ikke lader sig afbilde direkte, og ogsé af forhold som ikke er
af egentlig geometrisk natur, men fx af algebraisk eller topologisk art. Man
kan her fx tenke pd mengdefigurer af en gruppe med sideklasser, Mandel-
brotmangden, vektorfeltstegninger til reprasentation af differentiallignin-
ger, tegninger af Riemannflader for komplekse funktioner m.v.

Sadanne tegninger i dynamisk udgave, hvor @ndringer som funktion af en
diskret eller kontinuert varierende parameter (fx tid) er af betydning, hgrer
selvfglgelig ogsa hjemme her.

* Forskellige former for datareprasenterende diagrammer, fx histogrammer,
stolpediagrammer, lagkagediagrammer, boxplots, scatterplots osv. er af sa&r-
lig betydning i statistiske sammenheaenge.

 Tabeller benyttes i moderne matematik hovedsagelig til sammenfatning af
information snarere end som redskab for manipulation.
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Reprasentationer ved hjelp af IT-systemer af matematiske objekter (frem
for alt tal og geometriske genstande), fenomener og processer er det neppe
pakraevet at komme narmere ind pa her.

Det samme matematiske objekt eller fenomen kan ofte gives mange forskellige
matematiske representationer, alt efter hvilket synspunkt der anlegges. Nu og da
opstar sa et informationstab. Fx kan linezre afbildninger af endeligdimensionale
vektorrum representeres pa matrixform. Her kommer et par andre eksempler.

Komplekse tal kan fx representeres som

talpar, underlagt de komplekse kompositioner + og -.
en srlig slags objekter med den serlige form a + ib.
geometriske objekter pA modulus-argument-form.

elementer i udvidelseslegemet for R ved adjunktion af den komplekse en-
hed i.

En vis kendt konstant kan reprasenteres

med symbolet .

som en uendelig decimalbrgk 3,14159265....
geometrisk som omkredsen af en cirkel med diameter 1.
som 2 arcsin 1 (hovedveardien af arcsin).

som grensevardien for den uendelige reekke 4 —4/3+4/5—4/7+4/9—...

Et andet eksempel er begrebet en plan i rummet, der kan representeres som bl.a.

et aksiomatisk givet geometrisk objekt.
et translateret to-dimensionalt underum i R? anskuet som vektorrum.
fikspunktsmengden for en (bestemt slags) isometri af rummet.

mangden af punkter X, der opfylder at vektoren PX, hvor P er et givet punkt,
er ortogonal til en given egentlig vektor.

lgsningsmangden til en ligning af formen ax+ by + cz = d i R® (under pas-
sende forudsa@tninger om koefficienterne).

en parameterfremstillet punktmangde.

skillemangden mellem to halvrum.
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Endnu et eksempel er en ellipse, der bl.a. kan reprasenteres

- geometrisk som et snit i en kegle eller en cylinder.
- som skyggen af en kugle.
- som billedet af en cirkel ved en passende affin transformation i planen.

- som det geometriske sted for alle de punkter, hvis afstande til to givne punk-
ter har en konstant sum.

- som mangden af punktpar i et koordinatsystem, som opfylder ligningen
(x/a)*+ (y/b)* =1 (a,b #0).

- som en punktmangde i polere koordinater () 6 € [0,2n].

S

14+ecos9?
For alle eksemplerne gar repraesentationskompetencen bl.a. ud pa at forstd repree-
sentationerne, have klarhed over forbindelserne mellem dem, herunder informa-
tionstab og -gevinst ved overgang fra den ene til den anden, og over styrker og
svagheder ved de enkelte repraesentationer, og pa at vere i stand til at veelge (mel-
lem) en eller flere af dem.

H.2.6 Symbol- og formalismekompetence
Karakteristik

I universitetsuddannelserne i matematik bestar denne kompetence dels i at kunne
afkode symbol- og formelsprog, i at kunne oversette frem og tilbage mellem sym-
bolholdigt matematisk sprog og naturligt sprog, og i at kunne behandle og betjene
sig af symbolholdige udsagn og udtryk, herunder formler. Dels i at have indsigt i
karakteren af og “spillereglerne” for formelle matematiske systemer (typisk aksio-
matiske teorier).

Eksemplificering

Det er dbenbart, at omgang med matematik pa universitetsniveau automatisk inde-
barer en vidtstrakt omgang med matematiske symboler og formler, som skal kunne
forstas, fortolkes og manipuleres. Symbolerne omfatter adskillige biblioteker, raek-
kende fra diverse alfabeter — de latinske, graske, gotiske og tilsvarende alfabeter —
brugt i forskellige roller, over elementere talsymboler, regneoperationer, til diverse
specialiserede symbolsat. I betragtning af at store dele af matematikken rummer
kalkulatoriske og symbolbehandlende elementer, er det naeppe pakravet at eksem-
plificere dette.
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Derimod kan der maske vare grund til pa dette niveau at fremhave betydningen
af forstaelsen af formel symbolsk syntaks, sisom at Y=} x; eller f,zt f(t)dt er me-
ningslgse og ulovlige udtryk, og at f~!(x) ikke er det samme som ﬁ heller ikke
i situationer hvor begge udtryk giver mening, at x — f(x) ikke betyder, at x kon-
vergerer mod f(x) osv. Hertil hgrer ogsd, at det samme symbol ikke kan sta for
forskellige ting i en given sammenhang, mens forskellige symboler godt kan st
for den samme ting, indtil det er godtgjort, at der virkelig er tale om den samme

ting, fx ved lgsning af en ligning.

P4 universitetsniveau har man ofte brug for selv at velge eller finde pa symbo-
ler. Det indgar sé i denne kompetence, at man kender til konventionerne for sym-
bolvalg, fx at man, om end objekter i princippet kan kaldes hvad som helst, sa
leenge der ikke er basis for misforstdelser, traditionelt navngiver konstanter med
bogstaver fra den fgrste ende af alfabetet, mens variable gerne har betegnelser fra
den sidste ende af det engelske alfabet s,7,u,v,w,x,y,z, mens man ikke benytter
e, ¢,d. Til konventionerne hgrer ogséd, at man undgér at benytte faste betegnelser,
som fx T, ¢, R, i sammenhange, hvor det kan give anledning til misforstéelser. I
sammenhange hvor komplekse tal indgar, ma man undgé at forveksle den imagi-
nere enhed { med det naturlige tal i som lgbevariabel eller indeks.

Rasonneret manipulation af formler kreever vist ikke serlig illustration. Allerede
eksemplerne ovenfor pa de gvrige kompetencer rummer mange illustrationer af
det.

Af serlig betydning pa dette trin er evnen til at omgés formelle matematiske sy-
stemer, typisk i form af aksiomatiske teorier, sasom ikke-euklidisk geometri, grup-
peteori, teorien for Riemannintegralet, sandsynlighedsteori osv., men ogsa i form
af kalkulatoriske formalismer, fx matrixregning og boolesk algebra. Her er den
strenge overholdelse af det givne grundlag og de definere(n)de spilleregler for sy-
stemet essentiel. Men det indgar ogsé her at kunne forstd og udnytte, at det selv
samme korpus i en aksiomatisk teori ofte kan erhverves ved valg af et andet ud-
gangspunkt og nogle andre aksiomer. Sdledes kan abstrakt mal- og integralteori
enten opbygges med udgangspunkt i méalbegrebet, mens integralbegrebet sa bliver
afledet, eller omvendt med udgangspunkt i integralbegrebet, hvor sa malbegrebet
bliver afledet.

Lad os afslutte eksemplificeringen af denne kompetence med et par enkle eksem-
pler.

Det at kunne afkode symbol- og formelsprog kan eksemplificeres ved

* at kunne udtrykke, at aa—{ = % er en partiel differentialligning (den sékaldte

diffusionsligning), der eftersgger de funktioner f af éndimensionalt sted x og
tid ¢, som overalt og altid opfylder, at den partielle afledede med hensyn til
tiden er identisk med den 2. ordens partielle afledede med hensyn til stedet.

* at kunne ggre rede for indholdet i, hvad der er blevet kaldt “verdens smuk-
keste formel”: ¢™ + 1 = 0.
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» at afkode VarX = E(X — EX)? som et udsagn (faktisk en definition) om,
at variansen af en stokastisk variabel er middelverdien af kvadratet pa den
centrerede stokastiske variabel.

Formulering af sproglige udsagn ved hjalp af symbol- og formelsprog kan eksem-
plificeres af, at det udsagn, at en reel funktionsfglge (f,), konvergerer uniformt
(ligeligt) mod en funktion f pa en mengde M, kan preciseres siledes

Ve > 03N € NVn > NVx € M||f,(x) — f(x)| <]

H.2.7 Kommunikationskompetence
Karakteristik

I universitetsuddannelserne i matematik bestar denne kompetence dels i at kunne
scette sig ind i og fortolke andres matematikholdige skriftlige, mundtlige eller vi-
suelle udsagn og “tekster”, dels i at kunne udtrykke sig pa forskellige mader og pa
forskellige niveauer af teoretisk eller teknisk precision om matematikholdige an-
liggender, skriftligt, mundtligt eller visuelt over for forskellige kategorier af mod-
tagere.

Eksemplificering

En hvilken som helst skriftlig eller mundtlig fremstilling af en matematisk akti-
vitet kan tjene til at eksemplificere udtrykssiden af kommunikationskompetencen.
For eksempel falder det at kunne ggre rede for en matematisk betragtning, fx lgs-
ningen af en opgave eller et problem, eller indretningen af og egenskaberne ved en
matematisk model, inden for denne. Tilsvarende vil afkodningen og fortolkningen
af matematiske fremstillinger, fx i en lerebog, et foredrag, eller en videnskabelig
artikel, eksemplificere, hvad man kunne betegne den modtagende side af kommu-
nikationskompetencen.

Ogsé evnen til at indga i diskussioner med andre om matematikholdige emner krze-
ver kommunikationskompetence.

Pa universitetsniveau er det at kunne udtrykke sig om det samme matematiske sags-
forhold i et bredt spektrum af forskellige sakaldte “sproglige registre”, af varie-
rende begrebslig og teknisk specificitet, af s@rlig vigtighed.

Fx péd den ene side at vere i stand til at beskrive en sadvanlig differentiallig-
ning som en s&rlig slags ligning, hvor de ubekendte ikke er tal eller talset, men
funktioner af én variabel, og hvor ligningen forbinder nogle af den ubekendte
funktions afledede med funktionen selv og eventuelt andre givne funktioner af
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den variable. Ligningens orden er ordenen af den hgjeste afledede som optrae-
der. Og péa den anden side at vere i stand til at definere en n’te ordens sad-
vanlig differentialligning ved F (¢, f(¢), f'(t), f"(t),..., f"(t)) = 0, hvor F er en
funktion fra en vis delmangde D af R"*? ind i R, og hvor der ved en Igsning
forstds en n gange differentiabel funktion f : 7 +— R, pa et abent interval / i de
reelle tal, som opfylder dels, at (¢, f(¢), f'(¢), f"(t),...,f"(t)) € D og dels, at
F(t,f(0), f' (1), f"(t),...,f"(¢)) = 0 for alle r € I. Her hgrer det ogsd med at
kunne bedgmme, hvem der har brug for/glede af at hgre hvilken forklaring un-
der hvilke omstendigheder.

H.2.8 Hj®lpemiddelkompetence
Karakteristik

I universitetsuddannelserne i matematik bestar denne kompetence dels i at have
kendskab til eksistensen og egenskaberne ved diverse former for relevante redska-
ber til brug for matematisk virksomhed, og have indblik i deres muligheder og
begreensninger i forskellige slags situationer, dels i at veere i stand til pa reflekteret
vis at betjene sig af sidanne hjelpemidler.

Eksemplificering

Vi kan her n@vne den tenksomme omgang med lommeregnere og computere,
samt [T-software af typen Cabri-Géometre, regneark, MathCad, Maple, Mathe-
matica, statistikspakkerne SAS og R, osv., til brug for sével kalkulationer som
grafiske representationer, empiriske undersggelser, statistik og dynamisk visuali-
sering osv. Datalogiske programmeringssprog som Pascal, C** og lignende kunne
ogsa komme pé tale her. Ogsa matematiske tekstbehandlingsprogrammer som TeX,
hvori denne rapport er skrevet, er naturligt pa dagsordenen pa universitetsniveau.

Men ogsé kendskab til eksistensen og mulighederne i fysiske modeller og maskiner
til fremstilling af matematiske objekter og faenomener kunne komme pa tale her.
Eksempler pa det er modeller af polyedre eller polyederoverflader, trad-, plastic-
eller hindemodeller af flader fra differentialgeometri eller algebraisk geometri, ma-
skiner til tegning af geometriske steder, maskiner til illustration af statistiske for-
delinger (fx Galtons brat).

H.3 Matematisk overblik og demmekraft i universitets-
uddannelser i matematiske fag

Det er vores opfattelse, at det for alle matematiske fag er vigtigt at sigte mod, at de
studerende far opbygget alle de tre former for overblik og dgmmekraft, vi opererer
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med i dette projekt. Det indebzrer bl.a., at ogsa personer, som skal beskaftige sig
forskningsmassigt med ren matematik, har brug for at besidde overblik og dgm-
mekraft vedrgrende matematikkens faktiske anvendelse savel som dens historiske
udvikling. Det indebarer tillige, at personer inden for anvendte matematiske fag
opnar overblik og dgmmekraft vedrgrende matematikkens historiske udvikling og
dens karakter som fagomrade.

Vi er klar over, at dette synspunkt til dels er i modstrid med traditionen, og at efter-
strebelsen af den slags overblik og dgmmekraft i nogle kredse vil blive betragtet
som enten en overflgdig luksus eller som et privat anliggende for sarligt interesse-
rede, som er universitetet uvedkommende. Det er imidlertid vores opfattelse, at et
sadant perspektiv pa uddannelserne dels vil kunne bidrage til at gge rekrutteringen
til de pagaeldende studier, dels vil styrke de kommende kandidaters muligheder for
kompetent udgvelse af deres fremtidige erhverv, og endelig vil bidrage til, at folk
med matematiske fag bedre kan kommunikere med omverdenen om matematik-
kens rolle i samfundet, og om hvad matematik géar ud pa og ggr godt for.

H.3.1 Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisom-
rader

Karakteristik

I universitetsuddannelserne i matematik er genstanden for denne form for over-
blik og dgmmekraft den faktiske anvendelse af matematik til udenomsmatematis-
ke formal inden for omrader af dagligdags, samfundsmessig eller videnskabelig
betydning. Denne anvendelse kommer i stand og til udtryk gennem bygningen og
udnyttelsen af matematiske modeller.

Eksemplificering

Sagen kan eksemplificeres af spgrgsmal som:

* “Hvem uden for matematikken selv bruger den faktisk til noget?”
e “Til hvad?”

* “Hvorfor?”

* “Hvordan?”

* “Gennem hvilke midler?”

¢ “Pa hvilket grundlag?”

* “Med hvilke forudsetninger?”
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¢ “Med hvilke konsekvenser?”

» “Hvad skal der til for at kunne bruge den?” M.v.

H.3.2 Matematikkens historiske udvikling, savel internt som i sam-
fundsmaessig belysning

Karakteristik
I universitetsuddannelserne i matematik er genstanden for denne form for overblik

og dgmmekraft det forhold, at matematikken har udviklet sig i tid og rum, i kultur
og samfund.

Eksemplificering
Af interesse er spgrgsmal som:

* “Hvordan har matematikken udviklet sig gennem tiden?”

* “Hvad har varet de indre og ydre drivkraefter i udviklingen?”
» “Hvilke slags aktgrer har veret indblandet 1 udviklingen?”

* “I hvilke samfundsinstitutioner har den fundet sted?”

* “Hvordan har samspillet med andre felter veret?” M.v.

H.3.3 Matematikkens karakter som fagomrade

Karakteristik

Som fagomrade har matematikken sine egne karakteristika. Det er disse karakteris-
tika, der i universitetsuddannelserne i matematik er genstand for den foreliggende

type overblik og dgmmekraft. Nogle karakteristika har matematikken tilfeelles med
andre fagomrader, andre er den ret alene om.

Eksemplificering
Der teenkes her pa spgrgsmal som:

» “Hvad er karakteristisk for matematikkens problemstillinger, tankegange og
metoder?”

» “Hvilke slags resultater leverer den, og hvad bruges de til?”
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“Hvad er en matematisk teori?”

“Hvorfra kommer inspirationen til udvikling af matematiske teorier?”
“Hvilken videnskabsteoretisk status har dens begreber og resultater?”
“Hvordan er matematikken opbygget?”

“Hvordan er dens forbindelse til andre discipliner?”

“Pa hvilke mader adskiller den sig som videnskab fra andre discipliner?”
M.v.
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